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বিষয় 


প্রথম অধ্যায়__কোণের পরিমাপ (Measurement of angles ) “> 


কোণের সংজ্ঞা, ধনাত্মক ও 44145 কোণ, কোণের পরিমাপ, 
অমূলদ সংখ্যা z, Wes পদ্ধতি, ষষ্টিক ও afer পদ্ধতির 
পারস্পরিক সম্পর্ক, বৃত্তের কেন্দ্রীয় কোণ ও ব্যাসার্ধের 
পারস্পরিক অম্পর্ক। 

দ্বিতীয় অধ্যার__কোণানুপীঁভ ( Trigonometrical Ratios ) 
কতিপয় শব্দার্থ, ভ্রিকোণমিতিক অন্থপাত, অপেক্ষকের চিহ্ন, 
সুন্মকোণের কোণান্ুপাত, কোণান্রপাতের Cacus সম্পর্ক, 
কোণান্ছপাতের মানের সীমা, অপনয়ন, নি'দষ্ট কোণের 
কোণান্ুপাত, পুরণ কোণের কোণান্ুপাত। 

তৃতীয় অধ্যাত্র_একটি faftà কোণের সহিত যুক্ত কোণ সমূহের 
কোণানুপাভ নির্ণর (To find the trigonometrical ratios 
of angles associated with a given angle. ) 
কোণানগুপাঁত নির্ণয়, কার্যকর নিয়ম | 

চতুর্থ ভাধ্যায়_মিশ্র কোণ ( Compound Angles ) 


সংজ্ঞা, মিশ্রকোণের ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের মান নি, 


মিশ্রকোণের ট্যানজেট ও কোট্যানজেন্ট নির্ণয় 1 


পঞ্চম অধ্যার_ রূপান্তরের সূত্র সমূহ (Transformation 


Formulae ) 
গুণফলকে যোগফল ও বিয়োগকলে রূপান্তর, যোগফল বা 
বিয়োগফলকে গুণফলে রূপান্তর | : 
a$ অধ্যায়_গুণিতক কোণের কোণীন্ুপাত ( Trigono- 
metric Functions of Multiple Angles ) 
2A কোণের ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষক এবং ЗА কোণের 
কোণানুপাত নির্ণয় | 
ASAT অধ্যার__-অংশ কোণ ( Sub-multiple Angles ) 
অংশ কোণের কোণান্গপাতের মাধ্যমে কোণের কোণান্ুপাত 
এবং কোণের কোণান্থপাতের মাধ্যমে অংশ কোণের মান 
নির্ণয় ; 18, 36°, 3° কোণের কোণান্ুপাত নির্ণয়। 


অষ্টম অধ্যায়_শৰ্ভাখীন ত্ৰিকোণমিতিক অভেদাবলী 1 


tional Trigonometrical Identities ) 


কতিপয় প্রয়োজনীয় অভেদ | 
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(enu 
নবম অধ্যার_ ত্রিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান 


( Trigonometrical Equations and General 


Values ) a 


ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের সংজ্ঞা, sin 0--сов 0—tan 9 
—cot 6 —0 সমীকরণগুলির সাধারণ মান, sin 0—cos 9 
stan =k সমীকরণগুলির সম্পূর্ণ সমাধান, а cos 94 
b sin 0=c আকারের ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণের সমাধান | 
দশম অধ্যার__বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক (Inverse Circular 


Functions ) 
যৃখ্যমান, কতিপয় সিদ্ধান্ত ও কতিপয় za সম্বন্ধীয় প্রমাণ। 


একাদশ অধ্যায়_ ত্রিভুজের ধর্ম ( Properties of Triangles ) -.. 


বৃত্তের অন্তস্থিত ত্রিভুজের কোণগুলির sine-ce উহার ate 
গুলির ও বৃত্তের ব্যাসার্ধের মাধ্যমে প্রকাশ, ত্রিভুজের বাহুগুলির 
মাধ্যমে কোণগুলির sine ও созіпе-44 প্রকাশ, ত্রিভুজের 
বাছগুলির দ্বারা অর্ধকোণগুলির কোণানুপাত নির্ণয়, Ps 
ক্ষেত্রফল প্রকাশক ya, Risus rate) রত 
উহার অন্তর্যাসার্ধ ও বহিত্যাসার্ধগুলির প্রকাশ, ত্রিভুজের 
অন্তঃকেন্দ্র হইতে শীর্ষবিন্দুগুলির দূরত্ব, 405064 হইতে 
শীর্ষবিন্দুগুলির দূরত্ব | 

দ্বাদশ অধ্যায়_কোণানুপাঁতের তালিকা ( Trigonometri- 

cal Tables ) 7 

কোণান্থপাতের তালিকা ব্যবহার করিবার পদ্ধতি। 

ত্ৰয়োদশ অধ্যায় _ ত্রিভুজ সমাধান ( Solution of Triangles )., 
সাধারণ আলোচনা, প্রদত্ত তিনটি কোণ হইতে ত্রিভুজ সমাধান, 
প্রদত্ত তিনটি বাহু হইতে ত্রিভুজ সমাধান, দুইটি বাহু ও উহাদের 
UTS কোণ হইতে fags সমাধান, দুইটি কোণ এবং একটি 
বাহু হইতে faga সমাধান, দুইটি বাহু এবং উহাদের একটি 
বিপরীত কোণ হইতে ত্রিভুজ সমাধান, aie অবস্থার 
জ্যামিতিক আলোচনা। 

চতুর্দশ অধ্যায়_ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ ( Graphing of 

Trigonometric Functions ) 


বিভিন্ন কোণের মানের পরিবর্তন; ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের 
লেখ | 
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WEST BENGAL COUNCIL ОЕ Н. S. EDUCATION: 


Syllabus 
MATHEMATICS 


Full Marks—200 
PAPER I ( Marks—100 ) 


Algebra, Trigonometry and Analytical Geometry of Two 
Dimensions 
Algebra :— 30 marks: 

Variation, Arithmetical Progression, Geometrical’ 
Progression. Surds, Laws of indices. Complex numbers. 
Theory of quadratic equation. Permutations and 
Combinations. Binomial theorem for positive integral index ; 
Idea of Infinite series—sum of infinite G. P. series. Use of 
Binomial theorem for fractional and negative indices. 
Logarithms—Compound interest. Use of logarithmic and. 


exponential series. 


Trigonometry :— 30 marks: 

Measure of an angle—Degrees, Radians. Trigonometrical 
ratios of compound angles, Multiple and submultiple angles, 
` complementary and supplementary angles. Graphs of trigono- 
metrical functions; Graphical and general solutions of 
Trigonometrical equations. Inverse circular functions.. 


Properties of triangles. Solution of triangles. 

Analytical Geometry of Two Dimensions :— 40 marks: 
Rectangular cartesian co-ordinates ; Polar co-ordinates b 

Transformation from опе system to another. Distance 

between two points, Division of a segment in a given ratio. 

Атеа of triangles. Concept of a locus, Equations of straight 


(1) 
lines 3 Angle between two lines— Conditions of perpendicularity 
and parallelism of two lines. Distance of a point from a given 
Line. Position of a point with respect to a line. Equations 
of bisectors of angles between two lines. 


Equations of circles, 


Idea of conic sections—Focus—Directrix. Definition of a 


conic section. Eccentricity and axes of conic sections. 
Equations of Parabola, Ellipse, and Hyperbola referred to 
their principal axes. 


Equations of tangents and normals to circles and the 


‘different conics ( use of Calculus may be indicated ). 


PAPER II ( Marks—100 ) 


Elements of Calculus and Mechanics 


Elements of Differential Calculus :— 30 marks : 
Rational Numbers, 


representation. 


Real Numbers and their geometrical 


Functions of a single variable including 


trigonometrical functions. Limit and continuity ( geom- 


etrical and intuitive approach). Inverse functions. 
Standard Limits such as, 
Lt sin X opt е – 1 224 log (1 +) 
х х x 
x0 x0 x0 


(Proofs not required) 


Fundamental limit theorems (statement only). 


Differential co-efficient of a function and its significances. 


Rules of differentiation of sum, product and quotient of 


two functions. Rule of differentiation of function of 


a function (Proof not required), Differential co-efficients 
“af X^ (n rational), sin x, cos х, €^, log x from first principles, 
"Second order derivative of a function. 


(ші) 
Integral Calculus and Differential Equations :— 


30 marks > 
Indefinite Integrals. Standard forms, 

Integration by simple substitution. Integral by parts in 
simple cases. Definite Integral as the limit of а sum and as an 
area. Fundamental theorem connecting primitive with 
definite integral (Proof not required). Determination of 
areas in simple cases. 

Solution of first order differential equations by separation. 
Method. 


Elements of Mechanics :— 40 marks : 


Resultant of any two velocities and of any two 
accelerations of a particle. Relative Velocity : 

Expressions for velocity and acceleration of a particle in 
cartesian co-ordinates. Newton’s laws of motion ; Equation 
of motion. Motion of a particle ina straight line. Simple 
Harmonic motion Vertical motion under gravity, Motion of 
a projectile under constant gravity neglecting air-resistance. 

Resultant of two concurrent forces, two like parallel 
forces, two unlike parallel forces; Couples. Centre of gravity 
of a uniform plane lamina :—simple cases. 

Resultant of three or more concurrent forces ina plane, 
conditions of equilibrium. 


` সংজ্ঞা দেওয়া হইয়াছে এইরূপ : 


(бізге অন্যান 
কোণের পরিমাপ ( Measurement of angles ) 


раі: ত্রিকোণমিতি__গণিত শাস্ত্রের একটি বিশিষ্ট শাখা 1 গ্রীক্‌ জ্যোতিবিদ 
হিগ্লারকাস্‌ (Hipparchus) ইহার আবিষ্কারক । পরে আলেকজান্তরিয়ার বিখ্যাত 
জ্যোতিবিদ ভোলেমি (Ptolemy) গণিত শাস্ত্রের এই শাখার cigs উন্নতি সাধন 
করেন। 

প্রথম অবস্থায় ত্রিকোণমিতি বলিতে ত্রিভুজের পরিমাণ বুঝাইত। বর্তমান যুগে 
ইহাকে সাধারণভাবে কোণের পরিমাপ সন্বন্ধীয় বিজ্ঞান (Science of angular 
measurement) বলিয়া গণ্য করা হয়। ইহাতে সর্বপ্রকার কোণ, কোণান্পাত, বিভিন্ন 
কৌণিক অপেক্ষক (function), উহাদের ধর্ম ও পারস্পরিক সম্বন্ধ, ইত্যাদি বহু বিষয়ে 
আলোচনা কর! হইয়াছে। ব্রিকোণমিতির সাহায্যে, নদী অতিক্রম. না sal অর্থাৎ 
নদীর এক পারে অবস্থান করিয়া উহার প্রস্থ বা পর্বতের চূড়ায় আরোহণ ন! করিয়া! উহার 
উচ্চতা পরিমাপ করা সম্ভব । পদার্থবিগ্য। ও জ্যোতিহিগ্ভার বিকাশে ত্রিকোণমিতি একটি 
বিশিষ্ট স্থান অধিকার করিতে সমর্থ হইয়াছে। 

1. ব্রিকোণমিতিতে কোণের ধারণ! জ্যামিতি অপেক্ষা! ব্যাপক জ্যামিতিতে 
কোণের পরিমাণ 360° এর মধ্যে সীমাবদ্ধ এবং সেখানে সকল কোণই ধনাত্মক | 


খণাত্বক কোণের ব্যবহার জ্যামিতিতে নাই। 

কোণের এই ধারণা ব্রিকোণমিতিক উদ্দেশ্য সাধনের পক্ষে পর্যাপ্ত নহে। সেখানে 
যে কোন পরিমাণের ধনাত্মক বা ঝণাত্মক B 
কোণের ব্যবহার প্রয়োজনীয় | 


তাই ব্রিকোণমিভিতে কোণের 


কোন সমতলে একটি সরলরেখা 
উহার উপরিস্থ কোন бәйт сан 
sham ঘুরিলে কোণের উৎপত্তি হয়। 
8044. সরলরেখাটিকে. কোণের с j 
উৎপাদক-রেখা ( Generating line ) চিত্র 1 
বলে। উহার প্রাথমিক অবস্থানকে (Initial position ) বলে প্রাথমিক বাহু 


2 উচ্চ মাধ্যমিক গণিত-দ্বিতীয় খণ্ড 


(Initial side) এবং অন্তিম (Final) অবস্থানকে বলে অন্তিম বাহু (Terminal side) | 

যে বিন্দুকে কেন্দ্র করিয়া উৎপাদক রেখা ঘোরে তাহাকে বলে শীর্ষবিন্দু (Vertex) | 
যেমন ঘুর্ণ্যমান রেখা উহার প্রাথমিক অবস্থান ox হইতে ঘুরিয়া OA, ов, OC ইত্যাদি 

অবস্থানে আসিলে যথাক্রমে KOA, ХОВ, xoc ইত্যাদি কোণের উৎপত্তি হইবে | 


2. ধনাত্মক ও 49119 কোণ। 

গণিত ও বিজ্ঞানের অন্যান্য শাখার ন্যায় এক্ষেত্রেও ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে 
a ফলে AIF কোণ এবং ঘড়ির কাটার দিকে ঘুর্ণযনের ফলে খণাত্মক কোণের 
উৎপত্তি হয় 1 

এখন উৎপাদক রেখ| শীর্ষবিন্দুকে কেন্দ্র করিয়! ঘড়ির কাটার বিপরীতে বা ঘড়ির 
কাটার দিকে অনির্দিষ্ট পরিমাণে ( Indefinitely ) ঘুরিতে পারে | ফলে যে কোন 
পরিমাণের ধনাত্মক বা 44146 কোণের উৎপত্তি হইতে পারে। সেইজন্য qms 
সরলরেখার প্রাথমিক ও অস্তিম অবস্থানের দ্বারা কোণের পরিমাণ সুনির্দিষ্ট ভাবে নির্ধারণ 
করা যার 411 কোণের পরিমাণ স্বনির্দিষ্ট ভাবে জানাইবার জন্য প্রাথমিক ও অস্তিম 
অবস্থান ছাড়াও чї দিক ও wf পরিমাপ জ্ঞাপক চাপ (Arc) প্রদর্শন sa] 
প্রয়োজন | 

841 যাক ХОА =f, 

যখন qai রেখা উহার প্রাথমিক অবস্থান ох হইতে ঘড়ির কাটার বিপরীত, 
দিকে ঘুরিয়া OA অবস্থানে আসিবে waqa 
4৮০) যখন @ একই দিকে পূর্ণ এক পাক 
ঘুরিবার পর পুনরায় OA অবস্থানে আসিবে তখন 
কোণের পরিমাণ হইবে 36049. পূর্ণ দুই পাক 
ঘুরিয়া OA তে আসিলে কোণের পরিমাণ হইবে 
2.360°+ 0. 

আবার ঘড়ির কাটার দিকে ঘুরিয়! ОА অবস্থানে 
আসিলে কোণের পরিমাণ -360°4-0, @ একই 


চিত্র 2 দিকে পুনরায় পূর্ণ একপাক ঘুরিয়া OA তে আসে 
তখন কোণের পরিমাণ -2.360°-+0 ইত্যাদি | 


99915 দেখা যাইতেছে যে একই অন্তিম 418 OA অসং 
সীমাস্থ-রেখা। ( Bounding line ) হইতে পারে । 


А 


ay ভিন্ন ভিন্ন কোণের 


— 
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3. কোণ পরিমাপের বিভিন্ন পদ্ধতি (Different systems of - 
measurement of angles ) | 
কোণ পরিমাপের দুইটি পদ্ধতির বিষয়ে এখানে আলোচনা করা হইবে £ J 
(1) বষ্টিক পদ্ধতি ( Sexagesimal system ) এবং (2) বৃত্তীয় পদ্ধতি 
( Circular system ) | 
(1) 4 পদ্ধতিঃ সমকোণ একটি see কোণ। -এই পদ্ধতিতে এক 
সমকোণকে 90টি সমান ভাগে ভাগ TRA এক এক ভাগকে বল! হয় এক ডিগ্রী (1°) 
এবং ইহাই এই পদ্ধতিতে এককরূপে ব্যবহৃত হয়। এক ডিগ্রীর 60 ভাগের 1 ভাগকে 
বলা হয় এক মিনিট (1) এবং এক মিনিটের 60 ভাগের 1 ভাগকে বলা হয় এক 
সেকেও (1%) | 
অর্থাৎ, 1 সমকোণ- 90 
1° = 60", 
i = 60". 
পদ্ধতিটি বহু প্রাচীনকাল হইতে প্রচলিত 1 আজিও ইহা সর্বাধিক ব্যবহৃত এবং 
বহুবিধ তালিকা এই পদ্ধতির উপর ভিত্তি করিয়া রচিত। 


4.  তমুলদ সংখ্যা ন: 
বৃত্তের পরিধি ও ব্যাসের অনুপাত সকল বৃত্তের ক্ষেত্রেই অভিন্ন ; অর্থাৎ অন্ুপাতের 


Si © যে কোন বৃত্তের পরিধি 
মান বৃত্তের আয়তনের (Size) উপর নির্ভর করে al | হার DAT A এই 


অন্থপাতটিকে т (Piz ) এই গ্রীক অক্ষর দ্বার! BS করা হয় т একটি অমেয় 


সংখ্যা। ইহাকে দুইটি ধনাত্মক পূর্ণ সংখ্যার অন্পাতরূপে প্রকাশ করা যায় না ; আবার 
ইহা একটি করণীও (Surd) azz | 


т এর স্থলমান 32. এবং অধিকতর শুদ্বমান_3-14159 ( পাচ দশমিক পর্যন্ত ) | 
fs 
কোন বৃত্তের ব্যাসার্ধ r হইলে, TN T 


পরিধি = 27r. 
5. বৃত্তীয় পদ্ধতি (Circular System ). 


একটি প্রতিজ্ঞ! £ কোন বৃত্তের care Q বৃত্তের ব্যাসার্ধের সমান চাপ যে সন্মুখ 
কোণ উৎপন্ন করে তাহার পরিমাণ 4% ( The angle subtended at the centre 
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of a circle by an arc equal іп length to the radius of the circle is 
constant ) অর্থাৎ এরূপ কোণের পরিমাণ সকল বৃত্তের ক্ষেত্রেই অভিন্ন। 

মনে কর, কোন 4284 কেন্দ্র O এবং ব্যাসার্ধ r. মনে কর, চাপ AB=r, АОС 
বৃত্তের ব্যাস | 

আমরা জানি, কোন বৃত্তের চাপ সমূহের সন্মুখস্থ wae কোণগুলির অনুপাত d 
চাপসমূহের অনুপাতের সমান | 


ZAOB _ চাপ AB ДАОВ _ 
r, ç 
СОС ~ চাপ ABC’ 180° অর্ধ পরিধি Fem , 
ZAOB 1 : 
ог, 180° =з om лов = 180 = ge ১১01) 


LAO কে বলা হয় এক রেডিয়ান (Radian); অর্থাৎ, 


কোন বৃত্তের কেন্দ্রে উহার ব্যাসার্ধের সমান চাপ বে সন্মূখ কোণ 
Wes করে তাহাকে এক 
রেডিয়ান বলে৷ 


উপরের প্রতিজ্ঞা হইতে দেখ! 
যাইতেছে যে এক রেডিয়ান 
পরিমাণ কোণ 44% কোণ; oats 
রেডিয়ানকে কোণ পরিমাপের 
চিত্র 3 EN" গ্রহণ করা যায়। বৃতীয় 

পদ্ধতিতে রেডিয়ানকেই এককরূপে ধরা হয়। 


(1) হইতে দেখা যায়, এক রেডিয়ান--- 


এক রেডিয়ানের প্রতীক চিহ্ন 17) 2 বলিতে 2 erf те বলিতে т রেডিয়ান 
কোণ 491204 | 


6. ч@= পদ্ধতি {їч পদ্ধতির পারস্পরিক সম্পর্ক | 
পূর্বেই দেখিয়াছি, 1 = !80"_ 180 


20 -ix 90° =2 = সমকোণ। 


75314159 
=57° 17/448 (প্ৰায় ) | 
আবার, s 1180” 
০1 oe 180° оқыт. 
180 
_ 9 


77180 রেডিয়ান-:0174533 বেডিয়ান (প্ৰায় ) 
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নিয়ের সম্পর্কগুলি বহুল ব্যবহারের =з দি 

a = 180°, 023 T =60°, + =45°, 7—30". 

Bele বৃত্তীয় পরিমাপ পদ্ধতি বহুল প্রচলিত এবং সাধারণতঃ রেডিয়ান কথাটি 
বা উহার প্রতীক fee (<) বৰ্জন করিয়াই এই পদ্ধতিতে কোণের পরিমাণ প্রকাশ করা 
%41 যেমন, কে কেবলমাত্র у রূপে লেখ! হয়। যখন কোন এককের উল্লেখ করা 


হর না তখন জিন পরিমাপ ace হইবে | 


বৃত্তীয় পরিমাপের ক্ষেত্রে এই প্রতীকের দ্বারা 7 অর্থাৎ, 180° পরিমাণ কোণ 
বুঝিতে xar ; 314159... a8 বিশুদ্ধ সংখ্যাটি নহে। 


i= =45 এইরূপ লেখা ভুল। লিখিতে হইবে 2-45. 


7. কোন বৃত্তে চাপ, এ চাপ সম্মুখস্থ কেন্দ্ৰীয় কোণ ও ব্যাসাৰ্ধের 
পারস্পরিক সম্পর্ক | 


মনে কর O কেন্দ্রিক বৃত্তের ব্যাসার্ধ r S 
এবং চাপ АВ এর দৈর্ঘ্য s এবং উহা r 
কেন্দ্রে ZAOB কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। Q 
মনে কর Z AOB = 6. 4 

ধরা যাক, চাপ АС =>, 

ZAOC= Г“, চিত্র এ 


এখন যেহেতু CFF কোণগুলির RAIS উহাদের সন্মুখস্থ চাপগুলির অন্ুপাতের 
সমান; 


{АОВ _ চাপ AB УО ААКУ = 14 
78550 চাপ ДС) > TU Uo ا‎ Or, 55579. 
অতএব 4 “1144 পরিম а=, 
বৃত্তীয় পরিমাপে, c রিমা amd 
বা, চাপ= কোণের পরিমাণ x ব্যাসার্ধ | 
বিবিধ উদাহরণ 
ү]. 1. 221° কে রেডিয়ানে প্রকাশ কর। ` 
1807--т“ | 
um 5: 2y == We. 


` 180 180 
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উদ. 2. ig রেডিয়ানকে ডিগ্রীতে প্রকাশ কর। 


51811870৮10 
i-r 2% 13^. Xa. 
Bu. 3. 1:309 রেডিয়ানকে ডিগ্রীতে প্রকাশ কর। [31416] 
[ C. U. 48] 


82507711612 
1309— 14165 1309-2807, 75. 


84.4. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি সমাস্তর প্রগতি গঠন করে এবং বৃহত্তম 
কোণটি ক্ষুদ্রতম কোণের দ্বিগুণ | কোণগুলি чїч মানে প্রকাশ কর। [০.0.511 
মনে কর, কোণগুলি « — В, <, «-Ер festi 
X—f--X-c«-c8—180, ), <-60. 
আবার, «--р-2(х-- 8) ог, 604-5—2(60 = В), 
ог, 30-60, 70220, 
কোণগুলি 40°, 60°, 80°. 


se п yr P 
এখন 40 тай 0 шо 5 


т Бату 
60 =т50 х 60 45 


৪০ x 80-44” ; 


বৃত্তীয় মানে কোণগুলি a P z 
МЇ. S. পৃথিবীকে 7920 মাইল ব্যাসের গোলক «бил, উহার cum vq: 
A চাপের সম্মুখকোণ একমিনিট তাহার দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। | т-921(С,1/.748 1 


5৮৪০, Б OG পার 


ESIZI AUTO T 
“105-1105 মাইল t 


কোণের পরিমাপ 1 
প্রশ্নমালা 1 
1. ষষ্টিক মানে প্রকাশ কর : 
9-5 (9 45; G) m. 09 X 
2. বৃত্তীয় মানে প্রকাশ 44: 
(i) 45°, (ii) 30°, (iii) 135°, (iv) 225°, (v) 330°, (vi) 0°. 


3; 131831 ধরিয়। দেখাও যে, 1= 206265 সেকেণ্ড ( প্রায় )। 


[ G. U. 748 ] 
4. কোন ত্রিভুজের কোণগুলির অনুপাত 2:5:3; উহার বৃহত্রম কোপটির 
বৃত্তীয়মান fata কর। [ C. ঢ.:42] 


5. কোন সমকোণী бан эртен" দুইটির অস্তর 2 রেডিয়ান ; ত্রিভুজটির 
কোণগুলিকে ডিগ্রীতে প্রকাশ ¥3 | : 
6. কোন BUR sq চারিটি কোণ সমাস্তর প্রগণতিতে আছে এবং বৃহত্তম কোণটি 
ক্ষুদ্রতম কোণের |4941 ক্ষুদ্রতম কোণের বৃত্তীয় মান কত? [ B. U. 1897 ] 
7. কোন уха %-ভুজের' একটি অস্তঃকোণের বৃত্তীয় মান নির্ণয় কর। 
[C.U.] 


8: কোন পঞ্চভুজের কোণগুলি সমাস্তর প্রগতিতে আছে এবং বৃহত্তম কোণটি 
ক্ষুদ্রতম কোণের তিনগুণ । কোণগ্লি ডিগ্রীতে এবং রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 

[ B. U.] 

9. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি সমান্তর প্রগতিতে আছে এবং ক্ষুদ্রতম কোণটির 

+ ডিশ্রী-সংখ্যা ও বৃহত্তম কোণটির বেডিয়ান-সংখ্যার অনুপাত 60: т. কোণগুলি 


ডিগ্রীতে প্রকাশ কর। ІН. 5.60 | 
10. একটি ত্রিভুজের দুইটি কোণের বৃত্তীয় 44161; তৃতীয় কোনটির মান 
ডিগ্রী ও মিনিটে প্রকাশ কর। [22 =2 সমকোণ | [H. 5.62] 


11. 2618 ফুট দীর্ঘ একটি বৃত্তচাপ কেন্দ্ৰে 60° কোণ উৎপন্ন করিয়াছে। 
qas ব্যাসার্ধ নির্ণয় কর। | т--3:1416 | КӨ) 
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12. কোন বৃত্তের ব্যাসার্ধ 48 ফুট এবং উহার একটি চাপের AII CFE কোণ 
66°15’ হইলে এ চাপের দৈর্ঘ্য কত? | প্রদত্ত আছে, পরিধি £ ব্যাস-333 2106] 
TE UN 

13. কোন wea ব্যাসার্ধ 10 সেমি., উহার 6 সেমি. দৈর্ঘ্যের একটি চাপ কেন্দ্রে 

যে সম্মুখ কোণ উৎপন্ন করিবে তাহার মান ডিগ্রী ও মিনিটে প্রকাশ কর। [ z=32 ] 
ІН.8.%11 

14. বদি দুইটি বৃত্তের কেন্দ্রে দুইটি সমান দৈর্ঘ্যের চাপ যথাক্রমে 60° ও 75° 

সম্মুখ কোণ উৎপন্ন করে তবে এ বৃত্ত দুইটির ব্যাসার্ধের অনুপাত নির্ণয় কর। 

[ 8. F. 53 ] 

15. ` এক ব্যক্তি কোন বৃত্তাকার পথে ঘন্টায় 10 মাইল বেগে দৌড়াইয়া 36 
সেকেণ্ডে যে চাপ অতিক্রম করে তাহা! কেন্দ্রে 56° সন্মুখ কোণ উৎপন্ন করে। ча 
ব্যাস নির্ণয় কর। |т-221 [ C. 1. °46 ] 
16. একটি ঘোড। 27 ফুট ব্যাসার্ধের কোন বৃত্তাকার পথে দৌড়াইয় 3 সেকেণ্ডে 

যে চাপ অতিক্রম করে তাহা কেন্দ্রে 70° কোণ ধারণ করে । ঘোড়াটি 3 মিনিটে কত 
দুরত্ব অতিক্রম করিবে? | 7—22] ІС. О. 51] 
17. 6 ইঞ্চি ব্যাসার্ধের একটি বৃত্তাকার তার 1091 ফেলা হইল এবং উহাকে 
এমনভাবে বাকান হইল যেন উহাকে 8 ফুট ব্যাসার্ধের একটি বলয়ের চাপ বরাবর স্থাপন 


কর! যায়। তারটি বলয়টির কেন্দ্রে যে সন্মুখ কোণ উৎপন্ন করিবে তাহার পরিমাণ 
রেডিয়ানে প্রকাশ কর। 


fasa Sens 
কোণান্ুপাত ( Trigonometrical Ratios ) 


8. কতিপয় শব্দাৰ্থ। 

মনে কর, XOX এবং YOY দুইটি পরস্পর FI সরলরেথা যথাক্রমে %-অক্ষ ও 
১-অক্ষ 5 О মূলবিন্দু ( origin )। 

একটি কোণ আদর্শ অবস্থানে (Standard position) আছে বলা হইবে যদি 
উহার ART, RKO থাকে 
এবং প্রাথমিক বাহু ОХ বরাবর থাকে 
(Coincident with ox), অর্থাৎ 
х-40%4 ধনাত্মক দিকের সহিত 
মিলির যায়। 

অস্তিম বাহুর উপর P কোন বিন্দু 
হইলে এবং Р হইতে %-অক্ষের উপর 
44 PM টানিলে সমকোণী ত্রিভুজ 


OPM কে বলা হইবে /ХОР এর 
triangle of reference. 


একটি কোণকে আদর্শ অবস্থানে স্থাপন করিলে উহার অন্তিম বাহু 
যে পাদে ( Quadrant) পড়ে তাহার ঘারাই নির্ধারিত হয় কোণটি কোন পাদে 
অবস্থিত | 

ৰদি কোন কোণের অন্তিম বাহু অক্ষদ্বয়ের যে কোনটির উপর সমাপতিত zu Stel 
হইলে সেই কোণকে Quadrantal angle বলে | এক্ষেত্রে Triangle of reference 
সরলরেখায় পরিণত হয় । যেমন 90°, 180% 270^, 360°...= 90° যে কোনও 
গুণিতক কোণ Quadrantal angle. 

যে সকল কোণের প্রাথমিক ও অস্তিম বাহু মিলিয়। যায় (coincide) সেই 


কোণগুলিকে Co-terminal angles বলে | যেমন 0 এবং 36040 কোণ দুইটি 
Co-terminal. 


10 উচ্চ মাধ্যমিক গণ্তি_দ্বিতীয় খণ্ড 


9:1. ত্ৰিকোণমিতিক অনুপাত (Trigonometrical Ratios) | 


মনে কর 0 যে কোন পরিমাণের ধনাত্মক বা 44149 কোণ এবং কোণটিকে আদর্শ 
অবস্থানে স্থাপন করা হইয়াছে। sata রেখার ( উৎপাদক রেখ। 41 Radius vector) 


অস্তি অবস্থানের উপর যে কোন বিন্দু ( মূলবিন্দু ছাড়! ) P ( x, у) লও এবং P হইতে 
*-অক্ষের উপর PM 919 টান 1 তাহা হইলে সমকোণী ত্রিভুজ OPM হইবে triangle 
of reference | এখন OM=x, PM=y এবং মনে 84, OP—r (radius 
vector) তাহা হইলে 0 কোণের কোণানুপাতগুলির সংজ্ঞা হইতেছে : 


_ কোটি __% 5 у 
sine 0 біт cena ДЕГ sine সংক্ষেপে Sin 
i F š 
совіпе 0= % = совіпе » COS 
রেডিয়াস ভেক্টর 7 
tangent 0 = LE tangent , tan 
ভু x 
өт 
cotangent = --- = cotangent , cot 
কোটি y 5 
secant g= CET ভেক্টর т. secant u Sec 
gg ж 
cosecant a= Gsm cen =", cosecant „ совес 
কো y 4 


ші: сабя ভেক্টর r কে সতত ধনাত্মক 691541 কিন্তু পাদ IAA 
ww ও কোটি ধনাত্মক বা খণাত্মক হইবে | : 


CFIA 11 

Зи. মনে করা যাক, কোন কোণ 6 এর অস্তিম বাহুর উপর একটি বিন্দু স্থানাঙ্ক 
(5,-12), তাহা হইলে রেডিয়াস ভেক্টর r= 4 (5)? 4- (12)? = 13. 

[S r mee ধনাত্মক ধরা হয় ] 
সংজ্ঞা অনুযায়ী, sin 0 ==), cos 0 = Ys 
tan 0==12, cot 0-19, sec @=1р, cosec o=. 

92. ariar অপেক্ষকের চিহ্ন ( Signs of Trigonometric 
Function). 

y সর্বদাই ধনাত্মক বলিয়া কোন কোণ 0 এর কোণান্ুপাতগুলির চিহ্ন নির্ভর' 
করিবে Q কোণের অন্তিম বাহুর উপর অবস্থিত বিন্দুর 4141054 উপর ; অর্থাৎ. 
অস্তিমবাহু যে পাদে অবস্থিত তাহার y 
উপর। Sin (Совөс)4-| all + 


এখন 9 যদি প্রথম পাঁদে অবস্থিত 
হয় তবে vw ও কোটি উভয়ই 
ধনাত্মক বলিয়। সকল  কোণাহুপাতের 
চিহ্ন ধনাত্মক হইবে | 


tan(Cot)+ | Cos (Sec) + 


0 দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত হইলে ii i v 
vw «ue এবং কোটি ধনাত্মক | 
অতএব sin (এবং অবশ্যই ০০9০০) চিত্র 7 


ধনাত্মক ও অপরগুলি AF হইবে 1 
9 তৃতীয় পাদে হইলে s= ও কোটি উভয়ই খণাত্মক । অতএব tan ( এবং উহার 


অন্তোন্যক cot) ধনাত্মক এবং বাকীগুলি AAF | 


0 চতুর্থ পাদে হইলে ভুজ ধনাত্বক ও কোটি খণাত্মক। অতএব cos (এবং 
উহার 579195 sec) ধনাত্মক এবং বাকীগুলি খণাত্মক হইবে | 


` উপরে উল্লেখিত ফলগুলিকে সংক্ষেপে АП, sin, tan, cos ACA মনে 
atat স্থবিধাজনক | 


Sale দেখা বাইতেছে যে প্রতিটি অনুপাত দুইটি পাদে ধনাত্মক এবং অপর দুইটি 
лїї IF 1 


12 উচ্চ মাধ্যমিক গণিত-দ্বিতীয় qe 


উদ্দী- যদি sin 0 ANAP এবং cos 0 ধনাত্মক হয় তবে 0 কোন্‌ পাছে অবস্থিত 
তাহা fata কর। 


sin = — `. 6, Ш বা, IV পাদে অবস্থিত | 
এবং cos 0= + 24115108118 শালা] 
0, IV পাদে অবস্থিত 1 


101. জুন্মকোণের CHl EAS (Trigonometric Ratios of acute 


angle) 2 
কোন ধনাত্মক সু্মকোণকে আদর্শ অবস্থানে স্থাপিত করিলে উহা সর্বদাই প্রথম 
পাদে অবস্থিত হইবে। Yeats এক্ষেত্রে কোণান্ুপাতগুলির সংজ্ঞা একটি সমকোনী 
ত্রিভুজের বাহুগুলির সাপেক্ষে দেওয়া যায়। এক্ষেত্রে অক্ষদ্বয়ের উল্লেখের প্রয়োজন 
নাই। এই সংজ্ঞাকে সাধারণ সংজ্ঞার বিশেষ ক্ষেত্র বলিয়া গণ্য কর! যাইতে পারে। 
মনে কর АОВ 05 পরিমাণ 6° | ов বাহুর যে কোন বিন্দু P হইতে 


৪ ০/-র উপর PN ag টান। ভাহা 
AE বিপরীতবাহ হইলে PON সমকোণী fagan উৎপন্ন 
বালদ্ব হইল। এই anp ত্রিভুজের 


On TRS Tg TERN ^ 
চিত্র 8 
'অতিভুজ বলে। 


4942514 0-4 জম্গর্কে PN কে 
বিপরীত বানু বা эң, ON কে 
সন্নিহিত বান্ধ বা ভুমি এবং OP কে 


6 কোণের বিভিন্ন কোণান্গুপাতগুলির সংজ্ঞ| নিয়ে দেওয়া হইল :— 


(1) ды অর্থাৎ Miles বা, ae কে 0 কোণের Sine বলে। 

(2) ES অর্থাৎ Ed বা, us কে 0 কোণের Cosine ara | 

6) OR অর্থাৎ না বা, = কে 0 কোণের Tangent বলে | 
(4) z অর্থাৎ নিহিত es 3l c কে 0 কোণের Cotangent aca | 
(5) oF অর্থাৎ নি বা, t কে 0 কোণের 3০১৪৪ বলে | 
(6) БЕ অর্থাৎ any ч বাঃ RO কে 0 কোনের Cosecant বলে | 


কোপান্ুপাত 13: 


উল্লিখিত agisse ছাড়! আরও 90 কোণান্পাত আছে। 1—cos 0 কে 
ভার্স 9 (vers 0) এবং 1—sin 9 কে কোভার্স 0 (covers 9) বলে। তবে এই 
দুইটি কোণান্ুপাতের ব্যবহার নাই বলিলেই-চলে। 

102. (i) কোণীনুপাভগুলির NIT সম্পর্ক ( Reciprocal Rela- 
tions }—5%{$ সংখ্যা x এবং y এর গুণফল l হইলে x কে y এর এবং y কে x এর 
IIT বলে। অর্থাৎ xy l হইলে; x এবং y এর যে কোনটি অপরটির IIE 


আমরা জানি sin চি এবং ০০১৪০ এড 


sin 0 x cosec 9—? x * =] 
roy 


5 1 1 
== ০০9০০ à —— — 
ше совес 0” ІЛЕ; соз sin 0 
অন্থরূপে, Cos 0 х sec 0=1, .. cos 0= 1 ѕес 0০, 
হয়ে, ee! sec 0” cos 0 
t =1; 27 (ап десе cot gut 
an 9 ৯০০ 0= 1, ғ. CSTD) নটি 


(i) ভাগফল সম্পর্ক ( Quotient Relations ). 


{ап ھاو ے2 ,لے 2ے و‎ 0 
x т p cos@ 


cos 0. 
sin 0 

trei: (i) পূর্বেই উল্লেখ করা হইয়াছে যে sin 0, cos 0, প্রভৃতি এক একটি 
শুদ্ধ সংখযা। sin 0=8in x 0 aq! 

(ü) কোণান্গপাতগুলি সংখ্যা বলিয়া যোগ, বিয়োগ, গুণ এবং ভাগ, এই মৌল, 
প্রক্ৰিয়াগুলি বীজগণিতীয় নিয়মে ইহাদের উপর প্রয়োগ করা যাইবে | | 

(ii) sin ð x sin 0= (sin 0)° কে 5109 sip. লেখা হইবে, sin 0? রূপে 
ай | sing" লিখিলে 0° কোণের sine বুঝিতে হইবে। 

(iv) 2 sin 0 বলিলে 2хвіп 0 বা, sin 0 x2 বুঝিতে হইবে | sin 20 
বলিলে 29 পরিমাণ কোণের sine বুঝিতে হইবে । .*. 2 sin 9, sin 20-3 সহিত, 
সমান নয়। 


IM, cot 0= 


14 উচ্চ মাধ্যমিক গণিত-_দ্বিতীয় খণ্ড 


103. প্রমাণ করিতে হইবে বে, একই কোণানুপাতগুলি sU 

সমান | { 
মনে কর, /.АОВ-44 OB বাহুর উপর P একটি বিন্দু এবং РМ, OA বাহুর 

উপর 73 | 

: /A0B-এর OB বাহুর অপর যে 
কোন বিন্দু P, হইতে ОА বাহুর উপর 

PN, 99 টান। 
এখন APON ও APON, এই 
ত্রিভুজঘয়ের £0 সাধারণ, Z N= 4 № 
[ সমকোণ বলিয়া ] 


চিত্র 9 


অবশিষ্ট P= ZP - fase দুইটি সদৃশকোণী। 


২2562187258) 0, QN=ON1 cos 0, ӘЛІ | 
ОР ОР, ОР ОР, 


অতএব, প্রমাণিত হইল যে, ০৪-এর উপর P বিন্দুর যে কোন অবস্থিতিতে 
о কোণের কোণানুপাতগুলি সমান হইবে | 

এইরূপে যদি ОА রেখার উপরিস্থিত কোন বিন্দু P. হইতে OB এর উপর PoNs 
эт টান| যায়, তাহা হইলে ЛОР. Na হইতে O কোণের যে কোণান্ুপাতগুলি 91761 
খায় সেগুলিও পূর্ব কোণানুপাতগুলির সমান। কারণ, ДРОМ এবং АР20М9 
সদৃশকোণী বলিয়া উহাদের বাছগুলিও সমান্থপাতী। 


Bele কোণানুপাতগুলি কেবলমাত্র কোণের পরিমাণের উপর নির্ভর করে 
বলিয়া গুলিকে ত্রিকোণমিতিক অপেন্ষক (trigonometric functions) বলে | 
104. কোণানুপাত সম্বন্ধীয় কয়েকটি gaye (Pythagorean সম্পর্ক 
হইতে ) £ i 
অনুচ্ছেদ 9-1 এর চিত্র 6 ү 
লি E S (1) 
(i) (1) চিহ্নিত সম্পর্কটির বি 75 দ্বারা ভাগ করিয়। পাই, 


Gr -: 


sin*8--cos?0— 1 [pes »Ls 
T 


কোণানুপাত 15 
(ñ) (1) এর উভয়পক্ষকে x? দ্বারা ভাগ করিয়া, 
з 
14 [| г” 
১78 
от, 1-tan?0—sec*0 | "s 0৪09, 7 =sec e] 
x x 
(ii) (1) এর উভয়পক্ষকে y? দ্বার ভাগ করিয়া, 
Gre 
> > 
ог, 1-+cot?@=cosec*d | "S %=cot 6, 7 =соѕес 0 | 
y: FD 


Bele উপরের তিনটি qaum: প্রত্যেকটি হইতে আরও কয়েকটি rap পাওয়া 
যায় 

91204005201] হইতে sin20—1 —cos?0; cos'0—1- ѕіп*0. 

5৩০৪0 1+tan 0 হইতে sec?ü—tan'0—]1, tan*0—sec*0— 1. 

Cosec?9 = 1 --cot?0 হইতে ০০$৪০%৪ _ cot 0 — 1, cot? 0= созес”0-1 

mela কোণানুপাতের সাধারণ সংজ্ঞা হইতে প্রাপ্ত বলিয়৷ এগুলি 0-1 যে কোন 
গ্রহণ যোগ্য মানে (6-4 যে সকল মানে কোন কোণান্ুপাত অর্থহীন সেই সকল মান 
3191) প্রযোজ্য | 


Bul. 1.. প্রমাণ কর যে, cot 0--tan 0 =5ес 0 cosec 0. 


cos 0 , sin 8 _cos*9-+sin*9 
sin 6 cos@ sin 0 cos 0 


ৰামপক্ষ = 


1 BEARIN АКА» a 
= FTES OT SF G GUT a LE 


I—sin 0 


. 2. প্রমাণ ; 
উদ প্রমাণ কর যে ГЕЗ РИ 


=sec 0 —tan 9. 


sin 9)(1—sin 9) _ ডা? 
বাম 1 сш 
477 পি CE 0(1- sin 0) 1—sin?9 এ 2) 


ES 0 Lal өкініп gs 
cos @ cos cosg `° 0 tan 0. 


16 
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Gy. 3. প্রমাণ কর যে, 
(০০9০০ 0 —sin 0)(sec 0 — cos @)(tan 9+cot 0)= 1. 


ым ет (a (22+ 005 6 
বামপক্ষ= ІТ) xe 9) coso cos 0) cos 0 sing 
_i-sin?9 1-со5%0 . sin®@-+cos*9 

sin 9 cos 0 sin 0 cos 0 
00520 sin?g . 1 


sing со50 біп 6 cos > 


Bel 4. প্রমাণ কর যে, 


I ЛІК ix hele ہی‎ 1 
соѕес 0 —cot 0 sin 0 sin cosec 0 +cot 0 


1 1 — Cosec 0 +cot 0 +cosec 0 — сої 0 
совес @—cot@0 cosec 0+cot 0 Cosec*0 —cot*9 
=2 00500 0:25 = el 
1 sin 0 sin 0 sin “ 
পক্ষান্তর করিয়া পাই, 
1 1 1 1 


совес 9—cot à sing sing совес 9+cot 0” 


25. tan А--5ес A - 1 _ sin Atl 
би ЫБ 5 tanA—secA+1 COSA 


বামপক্ষ = tan 479০০ А — (sec*A — ASA) | 
tan A—sec A+1 


_ tan A+sec A-L-tan?A — sec?A 
tan A—sec A-- 1 


° Ssec*A—tan?A-1 | 


_ (tan a-tsec A)-F(tan A-I-sec A) (tan A —sec A) ў 
{ап A—sec A+1 


_ (ап A+sec A) (1--4ап A—sec A) 
A Nee tal A--Sec A) L 
tan A—sec A+] EE 


—Sin А 1 _sin A+1 
СОЗ তি তি: দক্ষিণ পক্ষ | 


কেণানুপাত 1 
sin A—sin B , COS A—COSB ( 
соз А4-505В біп А4-біпв | 
বামপক্ষ = біп A —sin B)(sin A--sin в)--(со5 A —cos В)(соѕ А-С05 B) 
(cos A+cos B)(sin Asin B) 
_ Sin*a—sin?B 4০032২09358 (віп?А--со5?А)- (sin*8--cos?B) 
(cos A--cos B)sin A-Fsin B) | (cos А--сов B)(sin Asin в) 
vA 1-1 3 0 =0 
(cos A-Fcos B)(sin Asin B) (соз А--с08 Bysina-sing) ` 


By. 6. প্রমাণ কর যে, 


Bel. 7. যদি біп A--sin*A— 1. হয়, তবে প্রমাণ কর যে» 
со5%А--СО5%А--1. 
sin A-Fsin?A—1, . біп A=1—sin*a=cos*A. 
এখন, COS93A J-COS*A —cos?A --(cos?A)* = sin A--sin?A—1. 


Bel. 8. বদি cos A+sin A= 4/2 cos А হয়, তবে দেখাও (4, 
cos A — sin A= 4/2 sin А. 
দেওয়া আছে, cos A-Fsin A= 4/2 COS А, 
at করিয়া, со5?А--біп?А--2 sin А cos A=2 COS?A. 
পক্ষাত্তর করিয়া, —cos?A-sin*A— —2 біп A COS А 
ог, cos?A —sin?A—2 sin A COS A 
"ог, (cos a+sin A)(cos A —sin A) —2 sin A cos А 
in A СО 2 si 0 z 
নি A m p T ves 


cos A—Sin A= 


Bel. 9. af tan*a=1+2 tan*B হয়» তবে দেখাও যে, 
cos*g—2 cos*A. 
দেওয়া আছে, tan a= 1+2 99058 J 
вес?А-1--1--2(вес"в- 1) [7^ tan*A—sec?A—1] 
2 


ог, 5ес3д--2 вес?в, ОГ, —.-— — ,— 
р 27 COSA ০99১8 ? 


cos*B=2 ০09৭২. 


105. কোণানুপাতগুলির মানের সীম! ( Limits to the values of 
Trigonometric Ratios ). 
wa: 91 এর চিত্র 6-হইতে দেখা যায় যে x এবং y উভয়ই r অপেক্ষা HUTT | 
কেবল Quadrantal কোণের ক্ষেত্রে x ও у সাংখ্যমানে r এর সমান হইতে পারে | 
9. মা. গ. (9-2 i 
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"edi sin 0 এবং cos 0 এর মান —1 হইতে +1 এর মধ্যবর্তী (— 1 এবং +1 সহ)। 
আবার соѕес Ө এবং sec 0 যথাক্রমে sin এবং cos 0 এর “(219% বলিয়া 
উহাদের সাংখ্যমান 1411 অপেক্ষা বৃহত্তর | 

tan 0 এবং cot 0 এর যে কোন ধনাত্মক বা WAS মান হইতে পারে 1 

106. যে কোন একটি কোণানুপাতের সাহায্যে অবশিষ্ট অনুপাত 
সমূহ নির্ণয় ( To determine other Trigonometric ratio from a given 
опе ) ; 

যে কোন একটি কোণানুপাত জানা থাকিলে মুল সূত্ৰগুলি প্রয়োগ করিয়! বা 
জ্যামিতির সাহায্যে অন্ান্ত কোণান্থুপাতগুলি নির্ণয় করা যায়। নিয়ে কয়েকটি 
উদ্বাহরণের মাধ্যমে ইহা দেখান হইল ৷ 

উদ]. 1. 9 কোণের কোণান্ুপাতগুলিকে sin 0 wat প্রকাশ কর (0 দ্বিতীয় পাদে)। 

আমর! জানি, cosag=1 —sin20, .. сов0--- Y 1— sin. 

কিন্তু 0 দ্বিতীয়পাদে বলিয়। cos 0 অবশ্যই খণাত্মক সংখ্যা) 


^ соз 0= — 41 —sin?g. 
sin 9 sin 0 1 — VI -sinto 
tan 0 = = р cotg=—— = їп 0. 
cosQ — ,Л-вбіп:0 tan 0 sin 0 
1 1 1 
с0--------------- ; cosec б=——. 
৮০2 sing 


90]. 2. যদি 0 "mt হয় এবং sin =] হয়, তবে অন্তান্য কোণান্থুপাত- 


গুলি নির্ণয় কর। 
মনে কর, PON সমকোনণী ত্রিভুজের Z PON- 0. 


Р 
š 12 
যেহেতু, sin 9—1g 

PN=12, এবং 0P— 13. 

42 এখন, ON? = OP* — PN? = 13? – 12? 
12 —169—144-25—52 
ом--5. [ কেবলমাত্ৰ ধনাত্মক মান লইয়া ] 
ОНЫ 
O 5 N cane: 

SENS ON - 5 
চিত্র 10 tan 0= c= cot 0= NI 
=0P_13 _OP_13 

sec 0 ON 5› টার 
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টাকা ঃ 9 ধনাত্মক স্থস্মকোণ না হইলেও 0 ce স্থহ্মকোণ ধরিয়া লইয়া এইভাবে 
জ্যামিতিক পদ্ধতির সাহায্যে কোন প্রদত্ত কোণান্ুপাত হইতে অপর কোণানুপাত নির্ণয় 
করা যায়। ভখন প্রথমে উহার সাংখ্যমান বাহির করিয়া পরে 9 যে পাদে অবস্থিত সেই 
পাদ অনুযায়ী অন্থপাতটির চিহ্ন ঠিক করিয়া লইতে হয় | 


Ww 3. যদি 9 27540914 হয় এবং cot 0--Cosec 0=4 zx, ` 
তবে cos 0 = কত? 


50 1 
=4 sg. 27742 
দেওয়া আছে, cot 0 +cosec 0 БЕТТЕР nó 4, 
or, cos tT 4, or, cos @+1=4 sin 0, or, cos 9+1=4,/T— cos?g, 


বর্গ করিয়া, со5%0--2 cos 0--1=16(1 —cos?0) 
or, 17cos*6 --2cos 0 — 15 =0, ог, 17cos?0 + 17cos 0 — 15cos 0 — 15 =0, 
ог, 17cos 0(cos 0+1)— 15(cos 9+1)=0, 
or, (cos 0 + 1)(17cos 0 — 15)=0, 


cos 0= - 1, or, Т з LACH বলিয়া cos 0 এর মান খণাত্মক হইবে 811 


15 
cos б-тт- 


উদ. 4. যদি cos Us 


Lem তবে দেখাও যে cosec 0 4-cot 0-2. 


2. 


দেওয়া আছে, cos 0= Pd 
sin 0= У100599= ل‎ 1- (0 —a^ Y = (b+): СББ 
V (p3 +q°)° = لہ‎ (p? +g): 
_ 2»g 
ptg?’ 


1 COs O 34.22 2.2 š 
ot 0 = = 9 p q 2 
এখন, cosec 0 +cot 0 sn jag 224 + REDE 
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প্রশ্নমাল। 2A 

নিন্সের অভেদগুলি পুরণ কর 2 
сүріп 1 З 
1. sin 0 Gr 2. cos tan 0 cosec 9 — 1. 

1 - cota _ 4 042 sin? apt Sin $0 
3. তলত, 4. cost 0+2 sin20 ০9590451040 — 1. 

1-(ап?А 1 1 
с OS?A— Oe ee he —— 
E EA 1 +tan A COS A cosec?A— 1 E 
А I 4 

7. cosa+tana = s оа Ба 3 

A+tan A sin A—Sec A ৪ COP'ASEtamA Sin A COS А 
9. (1-ЧапЗА)(1-віпЗд)--1. 10. (cos 0-1-cosec €)৯-47995 ৪. 

1—cos 0 


1+sin 0 l--taen?Q  |1—tan 9|? 
. t = = . . ——-— Y = | 
11. (tan 8+sec 0) isin 1 28670252117 


cot?A 


13. 15০5৯, 
1 
14. 1 Бе аы 


вес O+tan @ со50 cos 5ес0-(ап 0 
15. cosSa—sin®a=1—3 sin?A cos?A. 
16. cosec?A— со(бА--1--3 cosec*A cot*a. 
17. 51080 (14-со420)4-со5%0 (1--tan?9g)- 2. 
18. (14510. A+cos A)? =2(1 +sin A)(1 +cos A). 
19. 2(sin$6--cos$0)— 3(іп%0--со8%0)--1--0. 
20. ѕес?А cosec*A—tan?A --cot?A +2. 


вес%0- 2 96০20 tan?g--tan^g _ 


21. cosec*@ — 2 cosec*ó cot*9 +cot*0 
| 2 in? 
223.008 0, y, sI? “j 

T= tang i= сону 


23. 1--(ап 0 A m I IM 
8556 1 +cot 0 — cosec 9° 


24. 17০০১ ৪ /1-сов0. 
LER 1-Есов টি 9. 


|l 105: 
কোথান্থপাত j 21 


2 


25. lpse tan созса наара: 


2 sin A __1—cos A+sin А 
26. --- + 5 
1--cos A-+sin A 1+sin A 


27. cos*a—sin*A=2 cos?A— 1 — 1— 2 sin*a. 


28. (i) cos 0—$ হইলে, sin 0 এবং tan 0 এর মান নির্ণয় কর, 9 ১ম পাদে। 
(ii) tan 6-32 হইলে, sin 0 এবং cos 0 এর মান নির্ণয় কর, 6 ৩য় পাদে। 
(iii) sec 9 —3 হইলে, sin 0 এবং tan 0 এর মান নির্ণয় কর, 0 ৪র্থ পাদে। 
(iv) cot 0 —3 হইলে, cos 0 এবং ০০০০০ এর মান নির্ণয় কর, 9 ৩য় পাদে। 


29. tan (=x হইলে, দেখাও যে ( 0 ধনাত্মক "zt ), 


এবং біп 0= 


1 
050- 5 
gd УТ? ২1728 


30. (i) tan 0= СР হইলে, sin এবং cos এর মান নির্ণয় কর, 9২য় পাদে। 
а 


(ii) cos 0=2 হইলে, sin 0 এবং tan 0 এর মান নির্ণয় কর, 9 84 ACT | 
4 
(iii) sin 6-7 হইলে, cos 0 এবং tan 9 এর মান নির্ণয় কর, 9 ২য় পাদে। 
n 
2 


>а 
(іу) sing 2, হইলে, cos 0 এবং соі এর মান নির্ণয় কর, 
272 


9 ১ম পাদে। 
31. (i) 1-2 sin 0 cos 0 কে পূর্ণ «cf প্রকাশ কর। 
(i) 144 sec? A tan? A কে পূর্ণ «cif প্রকাশ কর 1 


32. সরল 97:— 
(i) (sin x--cos <)* + (sin x- cos x)*. 
(ii) 90932, cos*g+sin*A sin?B--cos?A sine +cos*B sin?A. 


` (iii) 


1-tang 1-Мап0 
cot @—1 cot @+1 


(iy) Sin A+sin B , COS A--cos B 
cos A—cOSB біп A—sinB 
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107. অপনয়ন (Elimination): মনে কর, এমন ছুইটি সমীকরণ প্রদত্ত 
আছে, যাহাদের প্রত্যেকটিতে 6 কোণের কোণান্ুপাত বর্তদান। এখন, এই দুইটি 
সমীকরণ হইতে 9 বঞ্জিত তৃতীয় একটি সমীকরণ নির্ণয়ের প্রণালীকে বল! হয় অপনয়ন | 
অপনয়নের দ্বার! প্রাপ্ত সমীকরণটিকে অর্থাৎ 9 475% তৃতীয় সমীকরণটিকে অপনয়ন 
HoT অপনীতক ( Eliminant ) বলে | 


সহজ অপনয়ন 
যদি প্রদত্ত সমীকরণদ্বয়, соѕ0=р, sin 0-а, আকারবিশিষ্ট হয়, অথবা, 
উহাদিগকে Se আকারে পরিণত করা সম্ভব হয়, তাহা হইলে, বর্গ করিয়| যোগ করিলে 
পাইব, cos°9 +sin*9 =p: +q, অর্থাৎ, p° +q°=1 ; зек 0 অপনীত হইল 1 
এখানে, cos*9--sin?g =1, এই মূল Ta প্রয়োগ করা হইয়াছে। 
তেমনি ভাবে, সমীকরণদ্বয় যদি sec 0—h, tan 0=k, অথবা, ০০9৩০ б=т, 
Cot 0=n, আকার-বিশিষ্ট হয় বা উক্ত আকারে বূপান্তরযোগ্য হয়” তাহা হইলে, 


sec*9 —tan*g = 1, বা, cosec?9 —cot2g = 1, এই মূল а প্রয়োগ করিয়া 9 কে 
অপনয়ন করা সম্ভব | 


নিন্দে কয়েকটি উদাহরণ দেওয়া! হইল £_ 
Bul. 17/24/0088, y eb sin лаана হইত অপনয়ন কর। 
х-а cos 0, E cos 0 =“ A 0.১ (1) 
а 
y=bsing, * sin o=? 55 bx Q) 


(1) এবং (2) বর্গ করিয়! যোগ করিলে পাই, 
c05*0-Fsinf = ы op 1 р" Su অপনীতক। 
EF S а Ба 
Srl. 2. x=2 sin 0-сов 9, এবং y=sin 0-3 cos 0 হইতে 0-9 
অপনয়ন q | қ 


প্রথম সমীকরণকে অপরিবর্তিত রাখিয়| এবং দ্বিতীয় সমীকরণকে 2 দ্বারা 
গুণ করিয়া পাই, ০, sin g—cos 6 vs ur (1) 


2y—2 sin 0-6 cos 0 m E (2) 
বিয়োগ করিয়া, x—2y=5 cos 8, cos 9 —i1(x— Dy) cee (3) 


কোণান্ুপাত 


cos: 0-43 মান প্রথম সমীকরণে বসাইয়! পাই, 


x=2 sin 6—1(x—25), ог, 2 sin 9=x+ 1x —2y)— 


sin 9—3(3x — у) 
(3) ও (4) কে বর্গ করিয়া এবং যোগ করিয়া পাই, 
cos*9-sin*6 = {F(x - 2y) H3 (x — y), 
or, l—35(x? - Axy--4y?)- ds (9x? — 6xy-- y*), 
ог, 10x*— 10xy4-5y? —25. 
2x* - 2xy-r y? =5, নির্ণেয় অপনীতক। 


5х--х-2у 
5 


Bel 3. নিয়ের সমীকরণ দুইটি হইতে 0 কে অপনয়ন কর :— 


а cos 0-+b sin-6-+c=0 
a cos +b’ sin 0--c/—0. 
44-944 দ্বারা পাই, 


0986. _ Sino 1 
be = bce ca ca ab' — a'b 
be b ; ca-ca . 
cos 0 = — — ——, sin سس = ل‎ 
272 TED © 


বর্গ FRA যোগ করিলে পাই, 
be —b'c V? {са —са\? 
[HE ) + ab-ab! ° 


\ 
অর্থাৎ, (bc/— Бс) (са — ca)? =(ab’—a’b)*, facta অপনীতক। 
ВИ]. 4. zxsin*«-Fy cos?«—sin < cos < এবং x Sin <— y cos <=0 
হইলে, দেখাও যে x? +p — 1. 


> gibrary 


কি ও 
ж 


Р 


x Sin < — y cos «--0, হইতে পাই, x біп <= y cos <, 


= J 
cos 4 sin ০. £ (ধর) 


তাহা হইলে, x=k cos <, у=} sin <. 
প্রথম সমীকরণে বসাইয়া পাই, 

k сов < sin?4 +h sin < cos?« —sin < cos <, 
ог, b sin < cos «(sin?« --cos?«) —-sin < cos <, 
Ë sin < cos <=sin < COSA, ), b-l. 

x=BP cos <=cos <, y=k sin <=sin <. 


or 


, 


বর্গ করিয়া যোগ করিলে পাই, x° +y? —cos?«-Esin?*« = 1, 


অর্থাৎ, +p =1. 


Ago 
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Вт. 5. বদি tan A--sin A=m এবং tan A—sin A=n হয়, তবে দেখাও 
যে m? —n? =4 Jmn 
প্রদত্ত সমীকরণ দুইটিকে যোগ করিয়া পাই, m-n-2tanA -- (1) 
প্রদত্ত সমীকরণ দুইটি বিয়োগ করিয়া পাই, m-n-2sinA -- (2) 
. m^ n —(m--n)(m— n) 22 tan А. 2 sin A—4 tan А sin 4703) 
আবার, 4mn = (m+n)? —(m—n)? —4 tan?A — 4 sin?A 


= 4(tan?A — sin*a), 


sin? A 


mn=tan*a — sin?A— — 7 —sin?A—sin?A(sec?A — 1) 
со5%А 
—Sin?A tan?A 
Y mn-sin А tan A ec eos ө (4) 


(3) ও (4) হইতে ইহা স্পষ্ট যে, m —n* —4 mn. 


প্রশ্নমাল 2B 
1. x=a sec 0 এবং y=b tan 0 হইতে 0-09 অপনয্নন কর। 


2. x=o(sec 0--іар 0) এবং y—c(sec 0 —tan 9) হইতে 0-c অপনয়ন 
কর। 


3. যদি a cos 94৮ біп 6-с এবং b cos 0— a sin ৪-& হয়, . 
তবে দেখাও যে, ০০42-৫4-৮2. 

4. asec 0— x tan ДЕН এবং В вес 0--у tan 0=x, হইতে ৫-কে 
54444 Bz | 


5. 3sec«-tan <= x, এবং 2 sec <+tan <= y, হইতে «-কে BHATT 
কর। 


a tan*9+5 tan 0-Ес--0, এবং а tan?9--b/ tan 6--c/—0 হইতে 
9-কে অপনয়ন কর। 
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108. কয়েকটি নির্দিষ্ট কোণের কোণানুপাত (Trigonometric 


Ratios of some standard angles ) ғ 
G) 30° এবং 60° কোণের কোণান্ুপাতগুলি নির্ণর š 


মনে কর, ZAOB= 30°. 
ов সরলরেখার উপর একটি বিন্দু? লও এবং P বিন্দু হইতে ОА- উপর PN 
লম্ব অঙ্কন 941 এখন, OPN 1999844 ZOPN=60°. PN-G Q পর্যন্ত এমন- 
ভাবে বধিত কর যেন NO—PN হয়। QO যোগ কর। 
এখন, OPN এবং ООМ ত্রিভুজ দুইটির 
PN=NQ, ON সাধারণ বাহু এবং Z ONP 
= дома, [প্রত্যেকে সমকোণ afe ] 
^s fazaa সর্বসম | 
ZQoN-30*, 
2. ZPoa=60°, 
আবার, ZP-Z40-60; 
*, роо ত্ৰিভুজটি সমবাহু। 
মনে কর, OP=2a, 


5 


তাহা হইলে, PN=}PQ=q [`.` PQ=oOP] 


ON= Морз — PN?— V4q" =a? = УЗа#=а 3/3. 


এখন, sin зор шет B sin 60 ڈلرو ے9‎ V, 
cos 30 3, cos so =P=]. 
tan 30°= নিন ДЕНТ, a an 60 = J3. 
cot 30° =0\ ey. 48 ere EN g. 
sec 30°= 2 = t= ; sec 60 =2. 
cosec 30°—0Р._24_), cosec 60°= O^ = 2 


PN a d ON 3 
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Diels কোন কোণের sine এবং cosine বাহির করিতে পারিলে 599 
অন্ুপাতগ্ুলির sine এবং cosine হইতেই পাওয়া যায় | যেমন, 


sin 30°= এবং cos 30°= УЗ জানবার পর tan 30-51 30° үҙ, 
2 cos 30 
» cos30 1 
cou 3o তনু 
22 NN এবং совес 30 L =2, 
cos 30* 2 sin 30% 


এই নিয়ম যে কোন কোণ সম্বন্ধেই প্রযোজ্য | 


(ü) 45° কোণের কোণানুপাভগুলি fads: মনে কর Z¿AoB=45°. 
OB এর উপর অবস্থিত যে কোন বিন্দু Р হইতে ০/-র উপর PN 44 অঙ্কন কর। 


তাহা হইলে /ОРМ= 45° .s. PN=ON=a (43) 


এখন, OP? 2 PN?-FON? =a? +a? =2а° 


OP=a 4/2. 

এখন, sin 45 - 55 = و‎ 
cos 45° zi AT 253 
tan 45 5 =1; 


ө МОМ dq _ M 1 5 
(cot 45-28-2717 ; [ অথবা, cot 45°= = зана) 


45° = Es হি 5 রীতি... 
вес 425 [ অথবা, sec 45°= 55 a5? 42] 


° 1 
অথবা, с - - 
| থবা, cosec 45 sin 45% v2] 
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(iii) 0° কোণের কোণানুপাভগুলি নির্ণয় 2 মনে কর, ঘূর্ণায়মান সরলরেখা 
OP ইহার প্রথম অবস্থান ох হইতে আরম্ভ করিয়া, ঘড়ির কাটা যেদিকে ঘোরে 
তাহার বিপরীত দিকে কেবলমাত্র ঘুরিতে aise করিরা- একটি অতি ক্ষুদ্র ধনাত্মক 
কোণ ХОР উৎপন্ন করিল | ; 

OP বাছুর P বিন্দু হইতে OX এর উপর 
PN AY অঙ্কন কর। 

এখন ОР রেখার Сиу অপরিবতিত 
রাখিয়া op রেখাটিকে, ঘড়ির কাটা যেদিকে NNN 
ঘোরে, সেইদিকে ঘুরাইতে থাকিলে, ХОР চিত্র 13 
কোণটি ধনাত্মক -থাকিয়াই ক্রমাগত ক্ষুদ্র হইতে ক্ষুদ্রতর হইতে থাকিবে । ইহার ফলে 
PN ক্রমশঃ ক্ষুদ্র হইতে থাকিবে এবং ON ধীরে ধীরে 4/6 পাইতে থাকিবে | চরম 
অবস্থায়» ОР যখন ОХ এর সহিত মিলিত হইবে, তখন, /РОМ- /.РОХ-0”, 
PN=0, এবং OP=ON হইবে। 

9 


Wout, sin 0°=? 2৯ =55=0: 
сов ০-০৯-০-1 ; 
tan onan ; 
cot 0= І ( 0-হরবিশিষ্ট সংখ্যার অস্তিত্ব নাই বলিয়া 
cot 0? অর্থহীন (undefined) 1 
sec o= T ==! K 
совес 0° = = [ অর্থহীন (undefined) ]. 


(iv) 90° কোণের কোণানুপীতগুলি 1548: মনে কর, ঘূর্ণায়মান সরল- 
রেখা oP ইহার প্রথম অবস্থান Ox হইতে আরম্ভ করিয়| ঘড়ির কীট! যেদিকে ঘোরে 
ডাহার বিপরীত দিকে ঘুরিতে ঘুরিতে OX এর উপর অঙ্কিত яч OY এর দিকে অগ্রসর 
হইতে লাগিল এবং ОР রেখাটি OY এর অতি নিকটবর্তাঁ হইয়। ХОР কোণটি উৎপন্ন 
করিল। তাহা হইলে, ХОР কোণের পরিমাণ প্রায় 1 সমকোণ বা 90°. oP রেখার 
P বিন্দু হইতে ОХ এর উপর PN AY অঙ্কন কর। j 
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এখন ОР রেখা OY এর দিকে আরও অগ্রসর হইতে থাকিলে, ХОР কোণ 
90° এর দিকে agaa হইয়। উহার সমান হইতে চলিবে, ОМ ক্রমশঃ FF হইতে 
থাকিবে, এবং PN বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে | YPP P 
চরম অবস্থায় যখন OP, OY এর সহিত 


P 
মিলিত হইবে, তখন, ZPON= /ХОР 
=90°, OP=PN এবং ON=0, ZA | 
yea, sin 90°=25-=05-=1, 4 ў 
. ON 9 NNN N 
cos 90 = s= OREO; চিত্র 14 


sin 90° m 
cos 90% Q^ 
cos 90% 0 


cot 90 রিটা ; 


[tan 90°= অর্থহীন (undefined) | 


etr 
[sec 90 = жету үй অর্থহীন (undefined) | 


1 


о 1 
5958০ 90 = іш 9097 1 


=1. 


109. পুরক কোণদ্বয়ের কোণীন্ুপাভি (Trigonometrical ratios 
- of complementary angles) : a 

[ দুইটি কোণের সমষ্টি এক সমকোণ হইলে, উহাদিগকে পুরক কোণ (comple- 
mentary angles) বলে এবং উক্ত কোণথয়ের একটিকে অপরটির Ф 
(complement) বলে | ] 

মনে কর, ZAOB=0 ; OB উপরিস্থিত যে কোন বিন্দু P হইতে ОА এর 

В উপর PN ач অঙ্কন 441: তাহা হইলে, 

ZNPO=90° — 0. 


NPO কোণের সম্পর্কে ом, বিপরীত বাহু বা 
aa এবং NP, সন্নিহিত বাহু বা ভূমি | 
estt, °Пс চিত্র হইতে পাই, 


А 


চিত্র 15 


‘sin (90° = 0) =sin Neo = PP соз 63 


কোণানুপাত 29- 
cos (90° — 0) =cos NFO- SS =віп 0; 


tan (90° —0)=tan NPO =" =cot 0; 


сої (90° — 0)=cot NPO == tan 0; 
sec (90° — 0) =sec NPO= NS —cosec 0; 


° ОР 
০985০ (90 — 0) =соѕес NPO = eq see 0. 


দ্রষ্টব্য £ (i) লক্ষ্য করিলে বুঝিতে পারা যাইবে যে দুইটি পূরক কোণের», 
একটির sine = অপরটির cosine, 
একটির tangent — অপরটির cotangent, 
একটির secant _অপরুটির cosecant. 
(ii) 60° এবং 30° পরস্পর পূরক বলিয়া, 
іп 60°=cos 30°, 
cos 60°=sin 30°, 
tan 60°=cot 30°, ইত্যাদি | 


10:10. 0°, 30°, 45°, 60° ও 90° কোণগুলির অন্ুপাতগুলির তালিকা__. 


Brel біп ও соз জান। থাকিলে aaia কোণানুপাতগুলি সহজেই নির্ণয় করা 
যায়। west біп ও сов এর মানগুলি যুখস্থ রাখিবে। তবে, ও দুইটির মান মনে 
রাখিবার একটি কৌশল আছে। 0, 1, 2১ 3, ও 4, লিখিয়! প্রত্যেকটি 4 দ্বার! ভাগ 


করিয়। তারপর বর্গমূল নির্ণয় কর। এই বর্গমূলগুলিই অর্থাৎ N 9 M. > 2, 


+ "i 4 যথাক্রমে 0°, 30°, 45°, 60° ও 90° কোণের sin এবং যথাক্রমে 
90°, 60°, 45°, 30°, 0° কোণের cos হইবে | 
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বিবিধ প্রশ্নের উদীহরণমাল। 
উদ্দী, 1. cot? 30°—2 cos? 60 —$ sec? 45°— 4 біп? 30° এর মান 
নির্ণয় ¥3 | 
প্রদত্ত রাশি = (3)* -2)* - 4( 2)? –40)° 
-3-3-3-1-0. 
941. 2. দেখাও যে, cos 30°=cos 60° cos 307--віп 60° sin 30°. 


ОСЕТЕ 14/37 5/32 243. 45 о 
Cl টা সটান quisqu ET TG) 003130 


= TF | 
i ° 8 2 tan 0 
.3. 6-30 ее ADI 
Bl. 3. 0—30 হয়, তবে দেখাও যে, sin 20- (4180 9 
যেহেতু, 6-30, ), 20-60%; 
বামপক্ষ = sin 29=sin 6০০) ; 
2 1 2 
: =_2 tan 30° “МУЗ loamy) e232 4/3 
এবং ডানপক্ষ 7705 30° аа Sy, a 
V3 চর 
বামপক্ষ_ডানপক্ষ 1 


би]. 4. দেখাও যে, pios reed 60*--tan 60°. 


үт > | ГЕ (2+ УЗ) 

m 2* E A 

১১ Ve AE ys 
2 


'ডানপক্ষ-27%33 .. বামপক্ষ-ডানপক্ষ। 


2 tan 30° 
5. gatan 80 8 
Bal. 5. দেখাও যে, fot У 
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Bel 6. 9 যদি ধনাত্মক Vara হয়, এবং 2 cosec 0--3--2 sin 0 হয়, 
তবে 0-4 মান নির্ণয় <a | 


প্রদত্ত সমীকরণ হইতে পাই, m7 sin 0, 


ог, 2--3 біп 0+2 sin°0, ог, 2 sin 0+3 sin g—2=0, 

or, 2 5іп20--4 sin 0 —sin 0 — 2=0, or, (2 sin 0 — 1) (sin 9+2)=0, 

হয়, 2 sin 9-1-0 . (1), না হয়, біп 6--2-0 ..(2) 

(1) হইতে পাই, sin 0=}, ১630 

(2) হইতে পাই, sing=—2, 0 ধনাত্মক সুক্মকোণ বলিয়৷ sin 9 4414 
হুইতে পারে al ( এবং উহার পরমমান কখনই 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হয় না) 

sin 0= —2 গ্রহণযোগ্য নয়। 
0=30°. 

Маі: যে ত্ৰিকোণমিতিক সম্পর্ক হইতে কোন কোণের মান নির্ণয় কর! সম্ভব 
তাহাকে ভ্রিরোণমিতিক সমীকরণ (Trigonometrical equation) বলে। ত্রিকোণ- 
মিতিক সমীকরণ হইতে কোণের মান নির্ণয় করাকে বলে সমীকরণের সমাধান করা | 

Bil. 6. 2 ০০০০ /- 342 sin 0, একটি ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং 
উহাকে সমাধান FRA আমরা 0= 30°, পাইয়াছি। 


ЗИ. 7. সমাধান কর £ tan 0 —cot g=cosec 0 109 9০0] 
tan 0 —cot @=cosec 9 
sin 0 соө0 1 sin? -- 00928 1 
cosy Sinó sing’  " cos@sin@ sing’ 
Or, sin®?9—cos*@=cos 0, or, 1 — соѕ20 – соѕ20=с05 0, 
Or, 2cos*@+cos 0- 1-0, 
or, 2cos?0--2 cos 0-со5 0— 1-0, 
2 cos 0 (cos 0+1) — 1(cos 9+1)=0, 

or, (cos 0--1) (2 cos g—1)=0. 

`. cosd+1=0 — (l), wq4,2cosg-1—0 +. ..0) 

(1) হইতে পাই, cos 0= — 1, এখন, যেহেতু, 0 <0 <90°, cos 0 এর মান 
414% হইতে পারে 411 স্বৃতরাং, cos 0= — 1 গ্রহণযোগ্য ay | 

(2) হইতে পাই, cos 0=}, 2, 6-6০* 

+", 60-60% নিৰ্ণেয় সমাধান à 
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প্রশ্নমাল। 2C 
, মান নিৰ্ণয় কর ;— i 
1. sin? 45° cos? 30°+sin2 30° cos? 45°, 2. cot? 45°+sec2 45°. 
3. 4sin° 45°+tans 60*4-cosec? 30°, [ C. U. 1940 | 
4. tan? 30°+2 sin 60°+tan 45° — tan 60^--cos? 30°. 
5. 3 tan? 45^ —sin* 60%- cot? 30°+} sec? 45°. [C. U. 1951] 
6. tan? 45 sin 60° tan 30° tan? 60°. [ C. U. 1949 ] 
27 21182. cos? 7. 
7. cos Жеп 605° 8° 
প্রমাণ কর বে 2— 
1 p. 2tan 30° 
8. sin 60' —2 sin 30* cos 30 নুর 30" 
: 1-іап? 30° 
°= cos? 30° —sin? 30°= x 
9. cos 60 cos 30* — sin? 30 lEtan*30* 
10. 1-2 sin? 30°=2 cos? 30° – 1=со 60°. 
„_ 2 tan 30° 
2:27 
এ মা Cnr т. "UE 
12. sin 3 tan gt sin 8 cos 37? sin? 2. 
13. যদি x sin? 30°4-4 cos? 45°=7 tan? 60° হয়, তবে x= ? 


14. যদি x sec? 60^ — y sin? 30°=7, এবং 


x cos? 30°+y tan? 45* —51 হয়, х এবং y এর মান নির্ণয় কর। 


0 যদি ধনাত্মক 2779014 হয় তবে নিয়লিখিত সমীকরণগুলি সমাধান কর £-- 
15. 


17. 
19. 
21. 
22. 
23. 


cos 0+2 біп?0--2, 16. 5100 00596. 

3 sec 0 tan =2. 18. со40-Мап 0-2. 
tang =3 совес?0-1, 20. сіп?0-3 cos*g =0. 
совес 0 cot 9—2 43. 


2 sin = 3 cos 0. 


2 (cos?9 — sin? 9)=1. 


sS Seo 

একটি নিধি কোণের সহিত যুক্ত কোণসমুহের কোণান্ুপাত 
নির্ণয় (То find the Trigonometrical ratios of angles 
associated with a given angle. ) 

11. 6 কোণের কোণান্ুপাতের মাধ্যমে (-0) কোণের 
কোণীনুপাত নির্ণয় | [ Trigonometric functions of (-9) іп terms 
of those of 0 ]. 

যেকোন কোণ 9 লও এবং ( —0) কোণটি অঙ্কন কর। এখন 0-4 পরিমাপ 
অনুযায়ী উহা, IL, Ш, IV এর যে কোন একটিতে অবস্থিত হইলে ( -0) 
যথাক্রমে LV, ІШ, II, 1-4 অবস্থিত হইবে | 


a 


চিত্র 16 


0 এর অন্তিম বাহুর উপর P (x, у) এবং (—0) এর অস্তিম বাহুর উপর 
P (х,у) এরূপে লও যেন OP=OP 33 | 
РР” যুক্ত কর, মনে কর উহ! х-л M বিন্দুতে ছেদ করে। মনে কর, 
OP=r, ОР =r ^ 
©. মা. 5]. (33)—3 
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এখন» AOPMSAOPM [ বাহু-কোণ-বাহু | | 
PP” এ-অক্ষের উপর লম্ব। প্রতি চিত্রে =r, х=хл, y--y 
তাহা হইলে, sin (20) == = -sin 0 ; [ অন্তঃ 91 এর সংজ্ঞান্ুসারে ] 
T T 
1. cosec (— 0) = — cosec 0. : 


4 
cos (- )=~,==cos 0, .'. sec(—6)=sec 0. 
7 r 


tan (0-5 == —tan ð, ., cot(—60)- —cot 0. 


অতএব, sin(—0)— —sin 0, cos (— 0)—cos 0. 
tan (— 6) = —tan 0. 
12. 0 কোণের কোণান্ুপাতের মাধ্যমে (90-0) কোণের 
কোণানুপাত নির্ণয় [ To find the Trigonometric functions of (90°— 9) 
in terms of those of 0 |. 


Y| P7x.) (хур Y 


চিত্র 17 
যেঃকোন কোণ 0 লও ও (90° — 0) কোণটি অংকন কর। এখন, 
9 যদি І পাদে অবস্থিত হয় তবে (90°— 0) I পাদে অবস্থিত হইবে | 


O mis ০5177509057 2 
৪5254809079) হা 
4450 , IV , » » » (90-9) II 


» » > | 
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Ө এর অন্তিম বাহুর উপর P (х, у) এবং (90° — 0) এর অন্তিম বাহুর উপর 

P” (০ у^) এরূপে লও যেন, OP=OP Bl মনে কর, OP—r এবং oP =r, 
P ও হইতে £-অক্ষের উপর যথাক্রমে РМ ও PM эт টান। 


এখন, '. APOM-ZOP/M, LOMP= LOMP বং OP=OP, 
AOPMSAOPM; 2, ут» x/—-ydamr-r. 
біп (90%- (=== وھ‎ 0; [ su: 9:1 এর সংজ্ঞান্ুসারে | 
соѕес (90° — 9) = sec 0. 
cos (90° - 9) == = ہز‎ 0, .'. Sec (90° —0)—cosec 9. 
tan 00-4)-%-3-соі 9, 2. cot (90°_ 9)=tan 0. 


অতএব, sin (90° —0)— cos 0, cos (90° — 0) = іп 0, 
tan (90° — 0) — cot 9. 
13. 0 কোণের কোণানুপাতের মাধ্যমে (90--0) কোণের 
কোণানুপাজ নির্ণয় i 


P(x») 


চিত্র 18 
যেকোন কোণ 0 লও এবং (90°4-0) কোণটি অংকন কর। এখন aft 0 অবস্থিত 
হয় I, IL Ш a, IV পাদে, তবে (90°49) অবস্থিত হইবে যথাক্রমে ঘা, IIT, IV 
wb Ii 
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0 ও (90-+-6) এর অন্তিম বাহুদয়ের উপর যথাক্রমে P ( x, y) ও P (x4 y) 
লও যেন OP=OP’ হয় | মনে কর, ОР-,, OP =r. Р е P“ হইতে ঞ-অক্ষের 
উপর যথাক্রমে PM ও P^M লম্ব টান i 

এখন; °. ZPOM-ZOPM, /РМО-(/Р/М/О এবং OP 0425 

AOPMZEAOF/M, .. MP =OM, OM = MP. 
РА 7 7 
THT, у =х এবং х = – у. 
7 
sin (90°+0)=2,==cos 0, .*, cosec (90° 4-6) =ѕес 0. 
т 1: 


cos (90°+9)=~=—» = —sin 0, 
т 1; 


вес (90%--0) = — cosec 0. 


4 
tan EO کے‎ —cot 6, 


cot (90°+ 9) —tan 0. 


অতএব» sin (907--0)--сов 0, cos (90^ 2-0) = —sin 0, 
P tan (907--0)-- cot 0. 


14. কোণের কোণানুপাতের মাধ্যমে (1807-0) কোণের 
কোণান্ুপাভ নির্ণয় | 
sin (180° — 0) =sin {90°+ (90° – 0))--сов (90° — 0). [ wa: 13 ] 
=sin 0. [ অন্তঃ 121 
совес (180°— 9) =cosec 0. 
cos (180° — 0) = cos {90° -- (90° — 0)} 
= —5їп (90* — g) [ т: 13 1 
= —cos 0. [ 53:12] 
вес (180* — 9)— —sec 0. 
tan (180* — 0) —tan {90°--(90° — 9)} = — cot (90° —6) 


= — tan 0, 
cot (180° — 6) = — cot 9, 
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15. 9 কোণের কোণানুপাভের মাধ্যমে (1807--0) কোণের 
কোণানুপীত নির্ণয় | 

sin (180° 0) = sin {90° (90° + 9)! = cos (9০40) —sin 9. 
cosec (180%--0) = - ০০9০০ 0. 

cos (180° +0)= cos {90° +(90°+-6)} = —sin (90° 4-0) = — соз 0. 
sec (180^ + 9) = —sec 0. 

tan (180°-+ 9) — tan {90°+(90°+-9)}= - cot (907--0) —tan 0. 
cot (180* 4-8) — cot 0. 


16. 0 কোণের কোণান্গুপাতের মাধ্যমে (27030) কোণের 
কোণান্থুপাঁভ fafa i 
পূর্বে লব্ধ ফলগুলির সাহায্যে (2702-0) কোণের -কোণানুপাত 0 কোণের 
কোণানুপাতের মাধ্যমে সহজেই নির্ণয় করা যায় 
যেমন, sin (270:--6)--біп |180%--(907--0)- —sin (90359) 
[ wg: 151 
= — cos 0. ¿ 
cos (270%--0)--сов {180°+(90°-+ 0)! = —cos (90°+0)=sin 0. 
cos (270° — 0)= cos (180^ 4- (90^ — g)] = - соз (907-0)- — sin 9. 
tan (270^ 4-0) 2 tan 1180? + (90^ 4- 0)] = tan (90*4- 0) = — cot 0. 
tan (270° — 0) tan {180° (90° — 0)] =tan (90° — 0)=cot 0. 


17. (360^--0) এবং (».3607--0) কোণ সমূহের CANIAS 
fafa | 


п যে কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে п.360--0 এবং 9 
কোণগুলি Co-terminal; আবার 2360—8 এবং -0 কোণগুলি Co- 
terminal. যেহেতু Co-terminal কোণগুলির অন্তিম বাহুগুলি পরস্পরের 
সহিত Afan যায়, অতএব Co-terminal কোণসমুহের ব্রিকোণমিতিক 
অপেক্ষকগুলি অভিন্ন | 
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অতএব, 
sin (n.360°+9)=sin 0 এবং sin (n.360°—9) = sin (-0) = —sin 9. 
Cos (n.360"-- 0) —cos 0 এবং cos (п.360%- 9) =cos ( — 0)=cos 0. 
tan (n.360°-+9)=tan 0 এবং tan ( n.360° — 0) — tan (-0)- —tan 0. 
n=1 হইলে, 

sin (360°+ 6) ^ sin 0, sin (360° — 0) = —sin 9. 

cos (360%--0)--сов 8, cos (360° — 0) = соз 0. 

tan (360*-- 9) = tan 0, tan (360° — g)— —tan 0. 


18. n (4 কোন GS সংখ্যা বা শুন্য হইলে (9072-6) 
কোণসমুহের CHUN ANS নির্ণয় | 


n ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা হইলে এইরূপ আর একটি ধনাত্মক অখণ্ড সংখ্যা m পাওয়া 


যাইবে যে п কে 4m, 4m+1, 4m--2, 4m--3 আকারের যে কোন একটির দ্বার! 
প্রকাশ করা যাইবে | 


(i) মনে কর, n=4m. তাহা হইলে, 

Sin (n.90*4- 9) =sin (4т.90%-0)--5іп (m.360* 4-0) —sin 0. 
cos (n 90? -- 0) — cos (4m.90*-- 0) = cos (m.360° + 0) = cos. 0. 
tan (n.90* 4- 9) 2 tan (m.360°-+ 0) = tan 0. 


. 


এব 


Ze 


sin (n.90° — 0) 2 sin(— 0) — — sin 9. 
cos (n.90° — 9) = cos (— 0) —cos 0. 


tan (n.90°— 0) «tan (— 8) 5 — tan 9. 


(ü) মনে কর ॥= 44-1, তাহা হইলে, 
Sin (n.90* 4- 9) — sin (m.360°-+90°-+9)=sin (90 +0)=cos й 
cos (n.90* -- 9) = cos (90*--0) — —sin 9, 
tan (n.90°+ 9) —tan (90°40) = — cot б. 


এব 


7° 


sin (n.90° — 9)- 910 (90° — 8)- cos 0. 
Cos (n.90*— 6) — cos (90* — 0) —sin 9. 
tan (n.90* — 0) —tan (90* — 8) = cot 0. 


কোণানুপাত 39 


(iii) মনে কর, n=4m+2, তাহা হইলে, 
sin (n.90°+9)=sin(m.360°+ 180° +0) = sin (180%--0) 
= - біп 0. 


sin(n.90° — 0) = sin (180° — 6) = sin 0. 
cos (п-90%--0)--сов (1807--0)-- — cos 0. 
cos (n.90^ — 0) 2 cos (180° — 0) = - cos 6, ইত্যাদি | 


(іу) মনে কর, n—4m-3, তাহা হইলে, 
sin (n.90°-+-0)= sin (т.360°-+270°--0) = sin (270 4-0) 
= - cos 0. 
sin (n.90° —8)=sin (270* — 0)= - сов 0. 
cos (n.90°-+ 9) =cos (270" 4-0) —sin 0. 
cos (n.90° — 0) = соз (270° — 0) — -sin 0, ইত্যাদি ! 


19. কার্যকর নিয়ম ( Working Rule )s 
উপরোক্ত অন্ুচ্ছেদগুলির লব্ধ ফলসমূহ সহজে মনে রাখিবার জন্য দুইটি নিয়ম 
লিপিবদ্ধ করা হইল £ ৪-এর যে কোন মানে, 


(а) 90°-এর জোড় গুণিতকের সহিত + বা _ চিহ্ন Чї সংযুক্ত হইলে, 
কোণানুপাতগুলির নাম 0 কোণের কোণান্পাতগুলির নামের সহিত অভিন্ন হইবে | 
কোণান্ুপাতগুলির চিহ্ন (sign) ঠিক করিবার জন্য 9-কে 3740914 ধরিয়া সংযুক্ত 
কোণটি কোন পাদে অবস্থিত তাহা দেখিয়া! “all, sin, tan, cos" নিয়মটি প্রয়োগ 
করিতে হইবে। 

(b) 907-53 facete গুণিতকের সহিত + 41 — চিহ্ন чїй 9 সংযুক্ত হইলে 
কোণানুপাতগুলির নাম, 0 কোণের অনুরূপ সহযোগী কোণান্ুপাতের নামে ( Corres- 
ponding Co-function ) পরিবর্তিত হইবে | অর্থাৎ sin পরিবর্তিত হইবে cos-a, 
cos পরিবর্তিত হইবে sin-a ; tan পরিবর্তিত হইবে cota এবং cot পরিবর্তিত হইবে 
tang] | চিহ্ন পূর্বের মত নিয়মে ঠিক করিতে হইবে। 
cosine, tangent এবং cotangent, secant এবং 


Biel ә sine এবং 
cosecant অনুপাতগুলিকে পরস্পরের সহযোগী অপেক্ষক ( Co-function ) বলে। 
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বিবিধ উদাহরণ 


Ф. 1. сіп 120°=sin (2 x 90° — 60°) — sin 60° 


ЕСЕ 
২, 


90° এর জোড় গুণিতকের সহিত 60° সংযুক্ত বলিয়া কোণানুপাতের নাম 
অপরিবতিত এবং 120 দ্বিতীয় পাদে বলিয়া চিহ্ন 44147 | 


অথবা, sin 120°=sin (90°+30°)=cos AP 


এখানে 90° এর ধিজোড় গুণিতকের সহিত 30° সংযুক্ত বলিয়া প্রদত্ত কোণান্পাত 
30° কোণের sin এর সহযোগী অনুপাত cos এ পরিবঠিত হইতেছে | 


сов 225° —cos (3 x 90° — 45°)= — sin 45°= — T 


এইরূপে, cos 120°= – 3, tan 120°= — y3. 
< 1 1 
* 1 rop sel 
sin 135 72 со5 13 75) tan 135 12 
sin 180°=sin (2 x 90* --0*) «sin 0°=0. 
cos 180°=cos (180°+0°)= —cos 0^ = — 1, 
sin 270* — — соз 0*— — 1, cos 270^ — sin 0°=0, 
উদ. 2. মান নির্ণয় কর £ (i) сіп 330° ; (ii) cos 390°, 
(iii) tan (31560) (iv) sec ( - Er), 
6 
(i) sin 330°=sin (360° — 30°)= — sin 30°= — 2. 
‚ (i) сов 390" = cos (360%--20%)--сов 30°= 2, 
(ii) tan (— 1560°)= —tan 1560° [^ tan (—0)= —tan 0] 
= —tan (4.360°+ 120°) = — tan 120° 


= — tan (2 x 90° — 60%) 
= —(—tan 60°)= 3. 
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; 13 13 x 
(iv) sec (- 152 =зес =” [^ sec (—g)=sec 9 | 


=sec (2+5) =se 2-2. Vx 


Gri. 3. Ss এর সহিত একই অস্তিমবাহু বিশিষ্ট ( Co-terminal ) ক্ষুদ্রতম 


খনাত্মক কোণটি 1544 কর এবং ০০9৩০ = এর মান নির্ণয় কর। 


E 
=4দ+ 2. নির্ণে ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক ( Co-terminal ) কোণ= ; 


257 т 
cosec € =cosec 5 
উদ]. 4. দেখাও যে, cos A-Fsin (270°--А) —sin (270° — A) 
‚ +cos (180%--А)-0. |Н. 5-762 (Сотар.) ] 
TIFF = cos A— COS А — (— cos А)-С05 A= COS A—COS А--СО5 А 
— cos A= 0. 


Bel. 5. মান নির্ণয় কর ঃ cos? 7 pcos? Зу eost Z 5r cost T. 


3z 7 7 
cos nx cosa- 5 sing, 
ee (6+3) = sin 

8 278 8 

Tx me T 
cos 27 — cos (-3- cos 


— cos? "віп? Z+sin 54০0৯ к 

প্রদত্ত রাশি= cos? gem grin g Fcos* 5 
— [coses E sino 7) =2. 
21০5 gt 8 2 


উদ]. 6. সমাধান Fas tan°0+cot°0=2 যেখানে 0°<6 <360°. 


[ Pat. 9.7421 
tan2g--cot?g=2, or tanaga Ea or NAMES) 
এ tanso лый tan*@ : 


or, (ап%0-2 tan*ü-Fl—0, or, (tan*9— 1)* —0, 


or, tan?0—1-—0, 
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ortan IS Машо= EN 
যখন, tan 0@=1, তখন, 0=45° এবং 225°. 
['^ tan0—-Fl, .. 0 প্রথম Ti তৃতীয় পাদে অবস্থিত হইবে | 


tan 0--1--(ап 45° —tan (180°+45")] 
আবার, যখন tan 0= — 1, তখন 0 {4519 বা চতুর্থ পাদে অবস্থিত হইবে | 
tan 0= —1— — tan 45°=tan (180? — 45°)=tan 135° ; 
79135: 
ог, tan 0= —1— —tan 45°=tan (360° — 45") — tan 315° ; 
8—315*. 
facta সমাধান, 0=45°, 135°, 225°, 315°. 


Gel. 7. দেখাও যে» cos (nz+4)=(—1)" cos <, n যে কোন অখণ্ড সংখ্যা। 


(1) মনে কর, n জোড় অখণ্ড সংখ্য! এবং মনে কর, n—2m (m যে কোন 
অখণ্ড সংখ্যা 410) 
cos (nz +<)= cos (2тт--.«)--сов (т.2т--<) 
=cos (m-360°+<)=cos< [ wa: 17] 
—(— 1)?" cos «--(- 1)" cos <. 
(2) আবার যদি, n বিজ্জোড় ate সংখ্যা হয় তবে মনে কর, n=2m+1 
( m যে কোন অখণ্ড সংখ্যা ব। 9)! 
cos (n7 4-«) —cos 1(27/4-1)775] ল cos {2m +7 +<] 
— cos |т.3607--(180%--<)|---сов (180°+<)= — cos < 
—(—1)?"*! cos <=( - 1)" cos <. 
cos (nz +<)= (- 1)" cos <, n যে কোন অখণ্ড সংখ্যা। 


Bw. 8. যদি, A,B, C, D কোন (9% 592054 কোণ হয় তবে দেখাও যে» 
cos iuto» B+cos C 4-cos D=0. 
48% DES জের বিপরীত কোণদয়ের সমষ্টি =2 সমকোণ। 
A+C=180° এবং B+ D = 180°. 


A+C=180°, ), 18০৮০, , cos a=cos (180°—c) 
= — cos С. 
B+D=180°, >. g—180-p, cos B=cos (180° — D) 
= — cos D. 


cos A-FCOS B +cos C+cos D=cos А4-соѕ B — cos A 


— cos B =0. 
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Ww. 9. দেখাও যে, sin x-+sin (z4-x)-Esin (2z--x)-- > 
п সংখ্যকপদ পর্যস্ত-০, যখন n জোড় | 
অথবা, --біп x, যখন n বিজোড | 
Sin(r--x)— —sin x, sin (2 4- x) 5 sin x, 
sin (3772) 91) (2z-+-=--x)=sin (ç + x)= —sin x, 
sin (4т-Ех)=зїп (2.2z+ x) 5 sin x, 
sin (57-х) —sin (2.27 4-74- x) =sin (ях) = —sin x, ইত্যাদি 
প্রদত্ত রাশি=sin x —sin x+sin x —sin y+. en সংখ্যকপদ পর্যন্ত t 
=0, Wain জোড় | 
অথবা, =sinx, wan বিজোড় ! 


গ্রন্মমাল। 3 
1. মান নির্ণয় কর t 
(i) sin 150°, (ii) sin 225°, (iii) tan 315% (iv) cot 135°, 
(v) sin 360% (vi) cos 360°. 
2. ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক Co-terminal কোণ ও মান নিৰ্ণয় কর : 
(i) sin 480°, (ii) sec (-300). 
3. 45° অপেক্ষা ক্ষুদ্তর ধনাত্মক কোণের ভ্রিকোণমিভিক অপেক্ষকরূপে 
প্রকাশ কর š 
(i) сов 220°, (ii) tan (- 10382), (iii) созес 920°, 
(iv) sin por. 
9 
4. মান নির্ণয় কর £ 
(i) sin (—1035°), (Н) sec 1395", (ii) cot 870°, 
(iv) cos(—480), (v) tan 11105, (vi) ০০3০০ (- 780°). 
5. মান নির্ণয় কর £ 
(i) sin 330°-+tan 45* — 4 sin? 120° --2 cos? 135*--sec? 1807. 
[ H. S. 261] 
(ii) sin? 60^--cos? 150?--tan* 120°+-cos 180° — tan 133°. 
ГН. S. 60] 


কত т ӛт Tx liz 
(itt) tan jg tan 15 tan 12 tan Sp 
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6. সরল কর £ 
E 3r 
sin (274-0) cot (Z-s) cos (— 0) 


cot (6-0) сов (5+9 sin (27 — 0) Д 


7. দেখাও যে, ° 
(i) sin (-4707)-- -cos 20%; (ii) tan 115°= —tan 65°; 
Ves 1 আলির: 
(iii  cosec i (0-2л)- —sec T 
8. দেখাও যে, 
sin 135% cos 65° --соѕ 45° cos 115°=0. [ S. Е. 64 ] 


9. বদি tan 0= এবং sin 0 খণাত্মক হয় তবে cos 0 এর মান নির্ণয় কর। 
10. 0°<9<360° হইলে, সমাধান কর : 


(i) віп0-і; (ii) tan 0= — 3 ; (iii) sec 0-- ,/2. 
11. সমাধান কর, যেখানে 0^ «0 < 360° 
(i) 2 іп?0--3 cos 9=0. ІН. S. 60 | 
(ii) со8%0-віп(-!. ІН. 5. 621 
(iii) 4 sin 0 cos @=1—2 sin 04-2 cos б. [ C. U. 50] 
(iv) cot 0-Мап 0--2 sec 0. [ H. S. '64 Comp. ] 


12. > যে কোন অখণ্ড সংখ্যা হইলে প্রমাণ কর : 
(i. сов пт-(-1)”; (ii) tan +3) =1 
Ес А т 3 
(ii) sin (40 ig} = 
13. বদি cos 145°= —а হয় তবে দেখাও cot 305°= - V1—-a*, 
a 
14. A,B, C কোন ত্রিভুজের cerdas হইলে দেখাও যে, 
(i) sin (A+B)=sin c. (ii) tan (A+B)+tan c=0. 
(iii) sin (8--C) – cos A— cos (B--C)-F-sin A. [ S. F.769] 
(iv) sin (B--C — 4)— sin 28. 
A+B _ с a eg LA Ж в с 
(v) sin 5 = 00s g (vi) sin (১+০)-০ (E i) 
15. যদি A,B, C, D কোন BSC কোণ সমূহ হয় তবে দেখাও যে, 
G) cos (A+c)+cos 1(84-p)— 0. 
(ii) tan A+tan (в--с--о)--0. 


চতুৰ্থ Sensi 
মিশ্র কোণ ( Compound Angles ) 


20. দুই বা তাহার চেয়ে বেশী কোণের বীজগণিতীয় সমষ্টিকে মিশ্র 
কোণ বলে। যেমন A, B, C দ্বারা কোণ প্রকাশ করিলে A+B, А-В, 
А--В-С প্রভৃতি কৌণগুলিকে মিশা কোণ বলে। 

এই অধ্যায়ে মিশ্র কোণের ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের মান, Q মিশ্রকোণ যে কোণ 
সমূহের সমবায়ে গঠিত তাহাদের ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের মাধ্যমে নির্ণয় করিবার সুত্র 
গঠন সম্বন্ধে আলোচনা কর! হইবে | 


21. A, B এবং A+B ধনাত্মক LHS হইলে, প্রমাণ: করিতে 
হইবে যে, 
(i) зіп (A+B)=sin А cos В--соз А sin В. 
(i) сов (A+B)=cos А cos B —sin A sin В. 
মনে কর, ঘূর্ণমান রেখা ox উহার প্রাথমিক অবস্থান OX হইতে [We 
দিকে ঘুরিয়া A কোণের সমান 
X00 উৎপন্ন করিল । পুনরায় উহা 
একই দিকে ঘুরিয়া B কোণের সমান 
4092 উৎপন্ন করিল তাহা হইলে 
ZXOD-—A-TB. 


অঙ্কন A+B কোণের অস্তিম- 

বাহু OD এর উপর P যে কোন 

চিত্র 19 বিন্দু লও এবং P হইতে ОХ এবং 

OC এর উপর যথাক্রমে PM এবং PN ач টান। আবার М বিন্দু হইতে OX ও РМ এর 
উপর যথাক্রমে МО ও NR 44 টান। 


প্রমাণ 2: i ZRPN-ZPNR-90', 
ZRPN=90°— ZPNR= ZRNO 
ы = একাত্তর /,০০-%, 
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G) সমকোণী ত্রিভুজ РОМ হইতে, 


РМ MR-FPR ОМ-ЕРЕ 
oP oP ОР 


sin (A+B)=sin ZPOM= 


QN PR ам ON PR PN 
= PT o8 GN ` OP TEN ` OP 


=sin А COS B+COS A sin 8. 
(di) সমকোণী ত্রিভুজ ром হইতে, 


OM _0Q—mMQ_0Q-—RN 
cos (A+B) cos Z POM = —— = En 
(Ав) 2 ОР ОР ОР 


OQ RN OQ ON RN PN 
TOP OP ОМ OP PN ОБ 


=cos А cos B — Sin A Sin B. 


Beis (1) যদি A ও B ধনাত্মক uerb হয়, কিন্তু a+B>90° 
1%%<180% হয় তবে চিত্রটি Arfa মত 
RAIL এক্ষেত্রে ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক 
নির্ণয় করিবার সময় ve কোটির যথাযথ 
Беле বসাইতে হইবে 1 

বস্তুতঃ А ও ৪-এর পরিমাণ 41519 হউক 
না কেন @ কোণগুলির পরিমাণ WRN 
চিত্র আকিয়া ww ও কোটির যথাযথ 
চিহ্নগুলি aza (i) ও (ii) সত্য বলিয়া 
প্রমাণিত হইবে | le 


(2) উপরোক্ত দুইটি race Sine চিত্র 20 
এএবং Cosine-«3 Addition Theorems aj Addition Formula বলা 591 


22. ASB ধনাত্মক সৃস্মকোণ এবং ASB হইলে, প্রমাণ করিতে হইবে, 
G) sin (A—B)=sin А cos В cos A sin B. 
Gi) соз (A— B)—cos А cos В--сіп A sin B. 
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মনে কর, Ld রেখা ох উহার প্রাথমিক অবস্থান ох হইতে ধনাত্মক দিকে - 
ঘুরিয়া A কোণের সমান 4১০০ উৎপন্ন করিল | 
পুনরায় উহা খণাত্মক দিকে ঘুরিয়া B কোণের 
সমান ZCOD উৎপন্ন করিল। তাহ! হইলে 
ZXOD=A-B. 
অঙ্কন 3 এখন А-В কোণের অস্তিমবাহু 
OD-44 উপর যে কোন বিন্দু P লও এবং P 
চিত্র 21 হইতে ОХ ও ০০-এর উপর যথাক্রমে PM ও 
PN wq টান। আবার М হইতে OX ও МР-44 বধিতাংশের উপর যথাক্রমে ма ও 


D 


NR а টান। 


প্রমাণ 2 ° ZRPN+ ZPNR=90". 
ZRPN=90°— ZPNR= ZCNR- 9999 Z NOQ—A. 
(i) সমকোণী ত্রিভুজ POM হইতে, 
sin (A—B)=sin ৮০৪ =P _ RM RF _ ORF 
ANG RPE UNO ON ZPP EN 
ОР 63 TON: OP PN' ОР 
=sin A cos В- СОЗ A Sin B. 
(i) সমকোণী ত্রিভুজ РОМ হইতে, 


OM _0Q+QmM __0Q+NR 
—B =cos POM= = = 
cos (A—B) ГА SE ОР GE 


ОО NR OQ ON NR PN 
—9stoP-O0N' 557 PN ` OP 


=cos A COS B-++sin А sin B. 


Bele (1) উপরোক্ত Ta দুইটিকে Subtraction Theorems বা 
Subtraction Formulae বলা 54 | 


(2) যেহেতু sin (А--В)--5іп А cos B--COS А біп B 
এবং cos (А-В) =С05 A cos В- біп A sin B, 
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এই чш দুইটি A ও B যে কোন মানের 993 সত্য ; অতএব а দুইটিতে B এর 


স্থলে —8 বসাইয়। পাই, 


5 E 3 77 sin (- B) 
sin (A—B)=sin Acos(—B)+cos А sin (—B) | = —sin B 
=sin A cos В- cos A sin B. cos (— B) 
=cos B 


এবং cos (A — В) =С05 A cos ( —B)— sin А sin ( —B) 
=cos A cos B+sin А sin B. 
oat sin (A+B) এবং cos (A+B) এব YZ হইতেও біп (А-В) এবং 
cos (А-В) এর 74 গঠন করা যায়। 


প্রয়োগ 3 15° কোণের ত্রিকোণমিভিক অপেক্ষকের মান facta | 


sin 15°=sin (45°—30°)=sin 45° cos 30°—cos 45° sin 30° 


৪1771701145 
ЕО E2 


cos 15° = cos (45° — 30°) =соѕ 45° cos 30°+sin 45° sin 30° 
“Екі J3 р Ц ҮЗІГІ 
22827282725 Diy Die 
_ 31015” J3-1 (73-1)? 4-23 , 


IDs Witt GT TB (С: 


১:০১ EON NOS Ts 22 y341 
agag °. 757—909 —15*, .', sin 75°=cos р 


এবং cos 75° іп 15*— М3 >1, 


2/2 
23. কতিপয় অনুসিদ্ধান্ত ঃ 
প্রমাণ করিতে হইবে, 
(1) sin (A+B) sin (A— B)- sin? A— sin? B 


—cos? B —cos? A. 
(2) соз (A+B) cos (A - В) — cos? A —sin? B 


=соз? В sin? A. 
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প্রমাণ 3 (1) বামপক্ষ = (sin А cos 8 +cos А sin В) 
X (sin А cos В- cos А sin в) 
=sin*A cos?B — cos?A sin?p 
—sin?A(1 —sin?B)— (1 — sin?A) 31058 
—sin?A —sin?B 
=(1—cos*a) — (1— cos? B)= 99558 — cos?A. 
(2) বামপক্ষ- (cos А cos в- sin A sin B) 
X (cos А cos В--віп A sin в) 
=COS°A 00558 — sin A sin?B 
—cos?A(1 — sinB) — (1 — cos?A) sin? 
—Cos?A — sin?g 
—]-—sin?A — (1 —cos?g)— cos?B — sin?A. 


24. মিশ্র কোণের ট্যানজেন্ট নির্ণয় i 


প্রমাণ করিতে হইবে, 

tan A+tan B 
(1) tan (A+ B)= i-tanAtanB. 
tan A—tan B 
1+ian A tan B 


emi: (1) tan (ав) = SPATS) 


Sin А cos B-+COS А sing 
COS А COS В- Sin A Sin B 


(2) tan (А — B)= 


sin А COSB cos A sin В লব ও 5409 COS A COS В দ্বার! 


cos cos 
E E ME OTAC OB ভাগ করিয়া । ০০১ А cos B দ্বারা 
COSA COSB SIN A Sin B 
cos А cosa cos A сов | ভাগক্রিয়া 45/44; যেহেতু cosa 


tan A--tan B বা cos B এর কোনটিই xg নয়। কারণ . 
~T=tan A tan B 49 হইলে tan A এবং tan B অনির্দিষ্ট 
| হইয়া যার। 
біп (А-В) біп А cos B —cos А sing 
cos (А-В) cos А cos B+sin А sin B 


. tanA-tang | পূর্বের মত লব ও হরকে 


(2) tan (А-В) = 


14505058808 < 
COS A cos B দ্বারা ভাগ করিয়া 


©. মা. я. (২য়) 
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Selig B এর স্থলে-৪ বসাইয়া tan (A+B) এর wa হইতে tan (А-В) 
এর эта প্রমাণ কর যায়। 


1+tan ^, 

agfa- tan (45° +A)=7 n A 
PUE —tan A, 
এবং tan (45° А)= ыш. A 


25. মিশ্র কোণের কোট্যানজেন্ট নির্ণর 1 
প্রমাণ করিতে হইবে, 
cot А cot B-1. 


০5৮৮ তিনি cot B+cot A 
cot А cot ৮১71. 
(2); ০০৫৪ cot B — cot A 
cos (A--8) 


প্রমাণ 8 (D cot (Аа) = S (A) 


__cos A COS B — Sin A sin B 
sin A COS B+cos А Sin B 


cosAcosB sinAsinB 
. Sin A sinB sin А біп В 
Sin A COS В, COS A SIR B | «fasi | 
sinA SinB sin А біп В 


-লব ও হরকে Sin A sin В aa ভাগ 


_cot A cot B — L 
~ cot B--cot A 


о - cos А COS B+sin А sin В 
(2)1 ORES (A= 8) = 
sin|A-B) sin А cos B—COS А sin 8 


_ cot A cot 8471. | sin A sin B দ্বারা লব ও হরকে 
cot B— COL A ভাগ করিয়া | 
Biel: в এর স্থলে বসাইয়। cot (A+B) এর সুত্র হইতে cot (A — 8) 


এর та প্রমাণ করা 51% | 
Ww. (ап 75% এর মান নির্ণয় কর। 


1 


+— 

_ tan 45°-+tan 30°_ УЗ 
I-ian 45° tan 30° 1-1. 
УЗ 


tan 75° = ап (45°+-30°) = 


20/31. (V3-1) 4-243 _ 
টি ei = нео, =2+ 43. 
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26. (A+B+C) এর ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষক সমূহ | 
(i) sin (А--в--с)--біл ЦА--в)--с! 
=sin (A+B) cos C+cos (A+B) sin С 
= (sin A cos 84০09 А sin B) cos С 
+(cos A cos B —sin А sin B) sin С 
=sin A COS B cos C--sin B cos С cos A+Sin С cos A cos B 


—sin A sin В sin C. 


টীকা = sin (A-+B+C)=cos A cos в cos c [ tan A+tan B 
-Ftan c —tan A tan B tan C J, 


এই আকারেও লেখা যায়, যদি COS A, COS B, COS C এর কোনটিই শুন্য না হয়। 


(ii) cos (А--в--с)--сов (А--в)--С|--с05 (AB) cos С 
—sin (A+B) sin С 
=(cos A cos B — sin А sin B) cos С 
— (sin A cos B+cos A sin B) sin С 
=COs A COS B COS C — COS С біп B sin А – cos B sin С sin A Ў 
— cos А sin В sin С 
=cos A соз B COs C —cos А sin B sin C —cos B sin C Sin А 
—cos C Sin A sin B, 


টীকা % cos (৯784০) cos А cos в cos c [1 —tan B tan c 
—tan C tan A— tan A tan B ], 


এই আকারেও CAA 514» যদি cos A, cos B, COS С এর কোনটিই শূন্য না হয়। 


үн tan (A+B)+tan с 
={ ےا‎ — a 

(iii) tan (A+B+O) ап {(A+8) +c} 1—tan (A+B) tan С 
48 
—!-—tana tan B 
IRENE 
1—tan A tan B` 


+tanc 
tanc 


_ tan A--tan B--tan C—tan A tang tan с 
1—tan a tane —tan B tan c — tan c tan А 
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বিবিধ উদাহরণ 


801.1. যদি A ও B ধনাত্মক সবক্মকোণ হয় এবং sin A=? ও cos B= 
হয় তবে sin (A — 8) এর মান নির্ণয় কর। 

sin a=, .. cosA— /l1—sin*a= /1—ф„=%- 
cosB= рр, .. Sin B= 4/1—cos*B— V1— jf, —13- 


sin (A—B)=sin A cos B—cos А sin B= x 4, — $ x 13 
এ 
в 


cos 10°+sin 10° 


Әні 2 দেখাও যে, с 705 sin 1957 055^ 
. ° a 14781) 10° 

= = 10) ———— а 
দক্ষিণপক্ষ_ tan 55° —tan (45°+ 10°) নট 


біп 10% 
MET 10° сов 10°-+sin 10° 
= sin 10° сов 10%- біп 10% 
соз 10° ” 
sin (A-B) _ біп(в-с) , sia (C—4) _9, 
COSACOSB С05 В COSC COS C COS A 
| В.Н. U. '47, 56, Н. S. 766 comp. | 


Bal 3. প্রমাণ 44: 


біп (A—B) _ sin A cos B — cos А sing 
প্রথম 7 (৭9) A 
COS A COS B COS А 


sin A cos B cosAsing 
“Сов А cos В COS А COS B 


—tan А- tan в. 


অনুরূপে, দ্বিতীয় 7 = tan B —tan с, এবং তৃতীয় পদ = (ап С tan А. 
বামপক্ষ —tan A— tan в--іапв-іап c+tan c — tan A=0. 


Bul. 4. দেখাও যে, 1+tan 20 tan 0 —sec 20. [ С. U. 51 ] 
বামপক্ষ= 1312 20 , sin 0 сов 20 сов 0+sin 20 sin 0 
с0820 ০০99 cos 20 cos 0 
cos (20 — 
২999 ( 0 ৬৪৫ ee =sec 20. 


cos 20 сов 6 соз 20 cos 6 cos 20 
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Bel. 5. দেখাও বে, 
COS^A + cos? (+3) соз: (5-3)-2. [ C. 0.7533] 
বামপক্ষ = соз®А 4-jcos(A 4- 607)? + {cos(a — 60")? 
= COS? A (cos A cos 60° — sin A sin 60°)? 
+(соѕ A cos 60°+sin A sin 60°)? 
=Cos*A+2 . cos?A cos? 60°+2 sin*A sin? 60° 
—c08s7A--2.cos?A . 14-2 sin?A . 2 
—C0S*A -+4 cos?A 4-8 sin?A 
=| COS"A--$ sin*a=§ (cos*a+sin*a)=§. 


ЗТ. 6. বদি sin < sin 8—cos < cos В+1=0 হয় তবে দেখাও যে, 
14-cot < tan p=0. [ C. 17.39 1 
sin < sin 8 —cos < cos B+1=0, 
COs < cos В —sin < sin f=], 
Or, cos («+ В) =, 
sin? (4-6) = 1 — cos? («--5)-1—1-0. 
+". sin (<+6)=0. 
Cos< sin 
০179০৮4৪811 2 উট? 


.,Sin« cos B+cos« sin f 
sin < cos 8 


—Sin (478) _ o 
 Sin«cosfB ` 


উদ 7. যদি A--B-FC—7 এবং cos A—cos B cos С €x তবে দেখাও 


г tan A—tan B+tan c. [ C. U. 42,561 
sing,sinc 
দক্ষিণপক্ষ = tan 8+tan c= —— 
az cos CDSE cos С 


_ Sin В cos C-FcosB sin C _ sin (B+C) 
cos В COS С cos B Cos С 


—Sin (z —A) ps 


B =r এবং - 7 
СОРА A+B+C=7 এবং cos B COS C= COS А | 


зіп 
A EAN А. 
SA 
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Srl. 8. যদি cos (x—p)+cos (8 – у) -с05 (у=) = —8 হয় তবে 
দেখাও যে, cos 4০০3 84০০9 y=0 এবং sin «--sin f--sin y —0. 
cos (x — B) +cos (8 — y) +cos (y- X)» — $, 
2 cos («— B) 2-2 cos (8— y) +2 cos (y—«)--3—0, 
or, 1--14-1--2 cos < cos p+2 sin < sin 8-Е2 cos В cos Y 
+42 sin f sin y+2 cos y cos «4-2 sin y sin 4=0, 
or, sin?«-+-cos24-+sin®p-+-cos*p-+sin*y-+cos "7 
4-2 cos < cos B+2 sin < sin 8+2 cos В cos 7 
+2 sin В sin y+2 cos y cos 4+2 sin y sin X —0, 
or, (sin?«-rsin?g--sin?y--2 sin < sin 84-2 sin В sin y 
+2 sin y sin «) + (cos?«-4- cos? B+ cos*Y+2 COS < COS В 
+2 cos В cos y+2 cos y cos 4) =0, 
or, (sin «--sin B+sin ү)? + (cos «--cos В +соѕ т)? =0. 
এখন দুইটি বাস্তব রাশির বর্গের সমষ্টি 42 হইতে পারে না, যদি না উহাদের 
প্রত্যেকটি পৃথক ভাবে শূন্য হয়। 
біп «--sin p-+sin y=0 এবং, cos ৭7০০9 84০০১ y=0. 


зт. 9. যদি 0 কোণকে দুই অংশে বিভক্ত করায় এ অংশঘয়ের tangent এর 
SPATS K sz, তবে প্রমাণ কর যে, এ অংশদ্বয়ের অন্তর % এমন একটি কোণ 
ТЕК [ A. U. 42 ১45) 
біп ф= біп 9. ; ; 
যেখানে sin % 141 
মনে কর, প্রদত্ত কোণ 0 এর অংশদয় A ও B ; 


А 
пеат, =k. 


tan в 
tan A 
1-к.. “nB an I {808 (ап A sin 0 
sin = — tan B sn 0=— pz 
UE 1--к s jun ^ tan g--tan A 
tan в 


sin B sin А 

59098. COSA sin (A+B) [` (০৮৮ 
Sin B, Sin А 
cosB COSA 


EX 

—sin (g —A) 
Sin (A+B) ` 

=sin (в- А)--біп ¢. 


біп (А--в) 


3. 
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প্রশ্নমালা 4 
মান নির্ণয় কর : 
(6) sim(—15); (ii) cos 75°, (їй) tan 105°. 
মান fata কর £ 
cos 48° 20” сов 11? 40’—cos 41° 40” cos 78° 207. 


(i) যদি ASB ধনাত্মক "uer এবং біп A= ও cos B=13 হয় 


তবে cos (A—B) এর মান নির্ণয় কর। 


(ii) tan А=? এবং sin B=12 হইলে এবং A তৃতীয় পাদে ও দ্বিতীয় 


পাদে অবস্থিত হইলে tan (A+B) এর মান fata কর | 


4. 


sin (A+B—C) (ФА,В, с এর ত্রিকোণমিভিক অপেক্ষকের মাধ্যমে 


প্রকাশ কর। 


প্রমাণ কর :—( 5 হইতে 29) 


5 
6 
7. 
8 
9. 
10. 


11. 


12. 
13. 


14. 


15. 


біп usta =h (cos Asin A). 
cos (60%--А)--1 (cos A— ২/3 sin А). [ A. 0. 551] 


tan (45 A) AS sin A 
cos A+sin А” 


cos 50 cos 20-һвіп 50 sin 20 —cos 20 cos 0 —sin 20 sin 0. 


sin (7+6) cos (++ E) sin ঢু) 718 
sin (A+B) 
COS A COS B 


sin (A+B)-+sin (А-В) 
cos (А--В)--со5 (A — B) 


=tan A--tan B. 


--(ап А. 


(cos 0 cos x —sin 0 sin <) + (sin 0 cos x+cos 0 sin <) = 1. 
sin A sin (B— C)--sin в sin (C—A)-+sin с sin (A—B)=0. 


sin (A+B) _ fan A-Ftan B 
cos (А—В) 17080 А (ап в. 


94 Y бес 0 sec 4 
фт) 1-іап 9 tan < 


56 


16. 


17. 
18. 


19. 
20. 


21. 


22. 


23. 


24. 


25. 


26. 


27. 


28. 


29. 


30. 


cot B cot c=}. 
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91002851058. 


Хап (А.в) баз (А) С соѕ2д — sinB 


ГС. U. °44] 


cot (45° +A) cot (45° — A) — 1. ГА. U. 59] 
tan 6 tan (9+-60°)+tan 9 tan (0 — 60°) 

+tan (৪760১) tan (0 — 60) — — 3. 
Cot 2A+tan A= cosec 2А. [ C. U.'47] 
cos A+cos (120° +A)--cos (120* — 4)— 0. КС. 17-453.) 
cos 7° +sin 7° — О 
соз T" =sin P — 527 
cos 27 — sin 6 sin SEI cos 0 cos $ + 6. [ C. U. 50 J 


tan (2x«—5)--tan в _ 
1—tan (2x—6) tang 2D 2* 

sin (А- в) 190 (B—C) , sin (c— A) -0 
біп А sin В sinBsinc ' sinc sin A ` 


[ B. H. U. 742] 


sin (А —C)+2 sin A-Fsin (a--C) sin А 


= 5 А. U. 153 
sin (В-с)--2 sin B+sin(B+c) sing 1455, 


sin (A+B) sin (A — 8)--sin (в--с) sin (g —c) 
+sin (c+ A) sin (c — 4) - 0. 


sin (B +c) sin (c+ A) 
sin (c—A) sin (A-B) sin (A—B) sin (B—C) 


sin (A+B) 0 


sin (8—c) sin (са) ТЕС: 825901 


in? (АТ зіп Ад). 1 2 A 2 
sin (5+4) біп" (5 4) দির біп А. ГА. U. 261 ] 
Sin^A--sin*(A —8) —2 sin А cos в sin (A — B) —sin*?B. 

[ Bom. U. 34 ] 
যদি, A+B+C=7 এবং cos A=cos B cos c হয়, তবে দেখাও যে, 
[0০6০] 
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= _nsin < cos < 
31. বদি, tan p= নিউ 


tan (c—p)=(1—n) tana. [ Pat. U. 250] 

32. чїй, cos (A+B) sin (C+D) = cos (^ —8) sin (с-р) 54, তবে 
দেখাও যে, cot А cot B cot C—cot D. [ C. U. 30] 
33. af, কোন কোণ OCF এমন দুইটি অংশ < ও 6-তে বিভক্ত কর! হয় যেন 


হয় তবে দেখাও (4, 


tan < 2 tan б=т: п হয় তবে দেখাও বে, Sin (< — В) = 7 sin Ө. 
mtn 


За. বদি, 2 tan p+cot B—tan < হয়, তবে দেখাও যে, 
cot B=2 tan (х — В). [ A. U. 735 ] 
35. 4%, х зіп (0-х) = y sin (0 F6) 54» তবে দেখাও са, 
"nm, sing—xzsin«. 
x COS < — y cos 8 
` 36. aft, sin (g-+<)=m sin (0-4) হয়, (nZ —1)%C দেখাও যে, 
n—1 


cot g=—— cot <. 
n+1 


tan 


ARS অন্যান 
রূপান্তরের সুত্র সমূহ | Transformation Formulae ] 
এই অধ্যায়ে দুইটি সাইন বা দুইটি কোসাইন বা একটি সাইন ও একটি কোসাইনের 


গুপফলকে যোগফল Wi বিয়োগফলে এবং বিপরীতক্রমে যোগফল а] বিয়োগফলকে, 
গুণফলে TAIT A গঠন কর! হইবে | 


27. গুণফলকে যোগফল বা বিয়োগফলে রূপান্তর ( Transformation 
of products into sums or differences ) | 


আমরা পূর্ব অধ্যায়ে দেখিয়াছি, 


Sin A COS B+ cos А sin B= sin (A--B):-- © (1) 

Sin А cos B — cos A sin B—sin (A —B)-- et (2) 

Cos A cos B —sin A sin B =cos (A+B) ө (3) 

Cos A cos B+Sin А sin p—cos (A—B):-- ө (4) 
(1) ও (2) যোগ করিয়| পাই, 

2 sin А соз В-віп (А--В)--віп (А-В). е. (4) 
(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া পাই, 

2 cos А sin B=sin (А--В)-сіп (А-В)... ө (ii) 
(3) ও (4) যোগ করিয়া পাই, 

2 соз А соз B=cos (А--В)--сов (А-В)... a (Ші) 
(4) হইতে (3) বিয়োগ করিয়া পাই, 

2 зіп A sin B—cos (А-В)- cos (А +B)... ° (iv) 


28. যোগফল বা বিরোগফলকে গুণফলে রূপান্তর (Transformation 


of sums or differences into products ) | 


মনে কর А--В--С এবং A-B=D, 


তাহা হইলে, л=°%5 এবং в- > 


এই মান wa: 27 এর (i), (ii), (iii) ও (iv) এ বসাইয়া পাই, 


sin C--sin D —2 sin CD cos E-D... (v) 


রূপান্তরের та সমূহ 59 
sin C—sin D=2 cos cae sin €7D .. es (vi) 
cos C+cos D =2 cos +P cos CD Е e (vii) 
cos С-сов D=2 sin cep sin DS. ЕЕ ev (viii) 


এই স্থত্ৰ চারিটিকে ভাষায় প্রকাশ করিয়া এইভাবে মনে রাখা ন্ববিধাজনক £ 
Sum of two sines—2 sin (half sum) cos (half diff.) 

Diff. of two sines—2 cos (half sum) sin (half diff.) 

Sum of two cosines —2 cos (half sum) cos (half diff.) 

Diff. of two cosines—2 sin (half sum) sin (half diff. reversed) 


Бі: cru (iv) ও (vili) বিশেষভাবে লক্ষ্য কর! আবশ্যক | 


বিবিধ 941544 
б]. 1. cos 40 cos 0 কে যোগফলরূপে প্রকাশ FI 1 
cos 40 cos 0=} ..2 cos 40 cos 0 = }{cos(49-++9)-+cos (40 - 0)} 
= (cos 59 4-cos-30). 
ви. 2. cos 80—соз 50 কে গুণফলরূপে 2911 Fa | 


cos 80 _ cos 50—2 sin vee sin 8 


oy as Е (-3% 
—2 sin 2 біп =) 


oh A 130 3 39. sin | - 20) = : 30 
= – 2 біп 2 їп [z sin (= -sin 7 


Bal. 3. প্রমাণ কর: sin 65°--соз 65°= 42 cos 20°. 


Я 


[ B. H. U. 253 


বামপক্ষ —sin 65°+cos 65° —sin (90° — 25*) -- cos 65° 
65°+25° os 65*— 25° 


=cos 25?--cos 65°=2 1 
лг cos 7 > 


—2 соз 45° cos 20°=2. 3 cos 20* — 4/2 cos 20°. 


60 উচ্চ মাধ্যমিক 48%-8%ң qw 
অথবা, বামপক্ষ = sin 65*--cos 65°=sin 65°+ cos (90° — 25°) 
=sin 65° 4-5іп 25°=2 sin рек: соз S 25: 


=2 sin 45° cos 20° = A/2 cos 20০. 
Әжі: যোগফলকে গুণফলে রূপান্তরিত করিতে হইলে যোগকলের উভয় 
“দকেই সাইন 41 উভয়পদকেই কোসাইন রূপে প্রকাশ করিতে হইবে | 
©]. 4. দেখাও যে, cos 55*-F-cos 65*--cos 175° — 0. 


[ C. U. 1876 ] 
TIF — cos 55° 4-со5 65%4-со 175° 


77 65%--55% 65° — 55° 
2 сов 3 cos > B 


7০০95 175° 


=2 . cos 60° cos 5° +cos 175° 
=2. 4 cos 5°+-cos 175*— cos 5%--сов 175° 
১৪ 17545” 175*—5* 

2 cos - 2 - cos — 2 


=2 сов 90° cos 85°=0 [ `, cos 90°=0 ] 
54441, cos 5*4-cos 175" — cos 5° соѕ (180* —5*) 
=cos 5*— cos 5°=0, 
উদ্দা, 5. প্রমাণ কর (4, sin 20° sin 40° sin 60° sin 80°= ү. 
[ Pat. 0.242] 
বামপক্ষ ল sin 20° sin 40". P sin 80* 


= ¥ 82 sin 20° sin 40°) sin 80° 
43 S 5 ü "e ° 
= -g deos (40° — 20°) — cos (40720 )} sin 80 
= У3 (cos 20* cos 60°) sin 80° 
= S3 sin 80° cos 20 — 3 y, sin 80° 
Ja 


= 02.2 sin 80* cos 2 — Уз sin 80° 


491999 সুত্র সমূহ 61. 


= {sin (80°+20°) +sin (80° — 20°); — УЗ 80° 
СЕЛ әс МӘЛ сөз ES a 
=- sin 100 que sin 60 * sin 80 


VA apa 29/31. 973 amta 
-а- sin (18 80%-- $ 7 g біп 80 


8/3 M WC MIS SE ЖЗ 

=== sin 80 TE sin 80°= 16: 

sin 0--sin 30 +sin 50--віп 79 
cos 0-Есоз 30--сов 50--соѕ 76 


[ A. 10. 748 ] 


Bri. 6. প্রমাণ কর, 


=tan 40. 


_ (sin 0+sin 70 )+(sin 30--віп 50) 
মি (cos 0 4-cos. 70)+ (cos 30--сов 50) 


. 2 sin 40 cos 30--2 sin 40 cos 0 
7 2 cos 40 cos 304-2 cos 40 cos 0 


. 2 sin 40 (cos 30--со5 0) 


= = (ап 40. 
2 cos 40 (cos 30--сов 0) У 


Зе. 7. cos А--с05 в--со5 С--с05 (A+B+C) কে তিনটি কোসাইনের 
গুণফলরূপে প্রকাশ কর। [ A. U. >45] 

cos А--С05 B +cos С--со5 (A+B +C) 

= (cos A+cos B)+ {cos ce {cos (A+B+C)t 


--2 cos 


ALS cos Ay 2 cos үсе cos АТЕВ 


2 


p. A+B EB ^--B--2C| 
—2 cos 2 {cos ^ 2 --cos 2 


| 


—2 cos Е .2 Cos E ү cos EEO NER 


Sane 
2 


=4 cos ATE cos 9০ cos СТА, 


=2 cos 005 


A+B 2 cos CFA 
jc 
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rl. 8. যদি cos (A+B) sin (c +D)=cos (А-в) sin (c — D) za, তবে 
MINS যে, Cot A cot B cot C—cot D. [ С. 0.230] 
сов (A--B) sin (C--D) —cos (A — в) sin (с- D), 
sin (C+D) cos (A-B) 


025 ү (с-о) сов (A+B) А 
uc sin (c--D)--sin (C— 0) сов (А-в)--сов (A+B) 
* sin (51776) _ sin (с- о) соз (a—8)— cos (A+B) ” 
[ By Comp. & Divi. ] 
85; 2 sin C cos D 2 cos А cos B 


2coscsinp 2 sin А біп 8? 
Or, tan cC cot D—cot A cot B, 


‘or, cot A cot B= b. cot D 
cot c 
cot A cot B cot c—cot D. 


Bal. 9. যদি sin 0451) $= এ এবং cos 0+cos $= হয়, তবে দেখাও যে, 


8-9, /2-а-Ы : 
tan Б = + E : [ C. 0. 40 ] 


a 
sin 0+sin ф-а,  .'. 2sin ote cos oot =a =з. (D) 
cos 0--cos ó—b, .'. 2 cos ote cos 26 eo (2) 


(1) ও (2) বর্গ করিয়া এবং যোগ করিয়। পাই, 
4 cos? 9— 24 sin 2# соз? (= 2৯7৮১ 


y -- = 2 2 

or, 4 сов? oF baa? +b, 2. Cos? eat чыр. esc (3) 
agp Gesch ОС Cma SCE а LN 
Басов RD 1 neis е (4) 


(4) কে (3) দ্বারা ভাগ করিয়া পাই, 
tan? 6—4..4—a* bs 
2 a? --b? 


- m 4— —pb2 
Тыл АСЫҒЫ ск; 


Б» 
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рса 14 ঠা Кав 2 
Sal 10. বদি, tan (6--<) tan (0+8) tan (0+7) হয় তরে পুমা 


шел 


কর যে, ЖЕУ sin «- рн дана (a+ ££ sin? (y -4)-0. 


[ Pat. U. 45 ] 


tan (9 +4), 
tan (0+8) 


EE ESTER E a x= 
tan (945) tan (0+8) y 
sin sin (97৭) 
x _ соз (0-4). sin (0--«) сов (0+8), 
y sin (04-0) Sin (0+8) cos (944)? 
cos (0+) 
x+y _sin (974) cos (0--8)--віп (0+8) cos (0+), 
> ұ-у біп (0-х) cos (0+6) — sin (979) cos (945)? 


[ Ву Comp. & Divi. 1 


x+y _sin (0+%+0+8) _ sin (20779), 
x—y sin (0--« —0 — В) sin (x — В) 


Or, 


or, 
XEY sin? (x— 8) =sin (20+4 +8) sin («— В) 
x—y 


=} - 2 sin (20+4-+8) sin (к — 8) 
=} {cos (20+286) - cos (20--24)!. 


ITC, ৮455৮ (6=) = {cos (20--2у) - cos (20--26)) 


এবং, ce sin? (y—«)=} {соз (29425) —cos (20 +2y)}. 
sx 


প্রদত্ত বামপক্ষ = 1০০9 (204-28) - сов (20 --2«)--cos (20--2у) 
— cos (20 4-28) 4-cos (20 --2«) — cos (20--2у))--0. 


প্রশ্মমালা 5 


1. যোগফল বা বিয়োগফলবূপে প্রকাশ 44: (Express asa sum or 
difference ) : 
(i) 2 sin 50 cos 30, (ii) 2 sin 70 sin 30, 
(11) sin 30 cos 0, (iv) cos 25° cos 15°. 
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2. গুণফলক্কপে প্রকাশ কর [ Express as a product |: 
(i) sin 50+sin û, (ii) cos 30- соз 70, 
(Hi) зіп 304-соѕ 6, (іу) cos 55^-Fsin 55°. 


প্রমাণ কর £ [3 হইতে 17 | 


রা со соо ০০:৫৪. [ A. ©.59] 
4. S B= cot are cot As. [ A. 00.757] 
x eum 2a = tan (^- 8) [A.U.'62 ] 
6. cos Ze toos Sicot (A+B) cot (A —B). - [ €.U. 501 
7. cos 9° -sin 9° _ tan 36°. 


cos 9°+sin 9° | 

cos А--сов (120? 4-A) +cos (120°—A)=0. [€:0:7581 
sin 20°+sin 40° —sin 80^ =0. 

10. sin 10°+sin 20^--sin 40°+sin 50^ —sin 70°-+sin 80°. 

[ B.H.U. 48 1 


біп 7<—sin 5«—sin 3«--sin« | tan 24 


үле cos 7x — cos 5x +-cos 3« — cos < 

12. Sin A sin 2A+sin 2А sin SA _ tan 5A. [ C-U. 1870 | 
sin A cos 2A+sin 2A cos 5A 

із. বনজ tq U] 

14. (i) cos 20° cos 40? cos 60” сов 80° = ү. [B.H.U. 521 
(ii) 4 sin 23° sin 37° sin 83°=cos 21°. [M.U. 1896] 


15. (i) 4sin 0 sin (5৪ біп (:-4)-яһ 30. 


(ii) cos 0 сов (60° +-0) cos (60° —0)=1 cos 30. [B.H.U. 511 


252 т 9. 37 5 
(ii) 2 cos Ts 595 152-505 ig 05 33-9. (А. 8. 521 
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16. cos 24003 4А--со5 6A--cos 8А 
= 4 cos А COS 2A COS 5А. [ C. U. 1887 | 
17. cos < 4-соѕ B-+cos y--cos (x +B +Y) 
СС tate + 
=4 cos PY cos IFA cos SEE, [ C. U. 2621 


18. sin (B--C— A)--sin (с--А- B)+ sin (A4-B— C) 

—sin (A+B +C) কে তিনটি সাইনের গুণফলবূপে প্রকাশ কর। 
19. 4 cos А cos B cos c কে চারিটি কোসাইনের CTS AAA প্রকাশ কর। 
20. যদি, sin g+sin ф--а এবং cos 0 +cos $= zx তবে প্রমান কর যে, 


21. প্রমাণ কর যে, 


du 2 1 i д. ЖЕЗ 
(Еш А- cos 5) (= A-+sin 3) —2 cot” в যখন пз 
sin A—sin B cos A—COS B 2 S 


wp =0, যখন, п IN 1 I Pat: oU 233 


22. যদি sin 0--п sin (0 +2<) হয় তবে প্রমাণ কর যে, 
tan (оз) daten tan «. 
l-n 


23. বদি, «B, 7-সমান্তর প্রগতিতে থাকে তবে প্রমাণ কর যে, 
_sin «—sin y 
cot B= os у — COS < 

24. a cos «+b sin x=c এবং a Sin y+b sin y=c হইলে দেখাও cs, 


ТКЫ (е крк ес ыыы а 
соз (ху) sin 5070) Cos Мх—у) 


উ. at. গ- (33)—5 


"AE Sens 
গুণিতক কোণের কৌণীন্ুপাত 
( Trigonometric Functions of Multiple Angles ) 

2a, ЗА, 4А ইত্যাদি কোণগুলিকে А কোণের গুণিতক কোণ TF | 
29. 2A কোণের ভ্রিকৌণমিতিক অপেক্ষক | 
আমর! জানি, А ও ৪-এর যে কোন মানের 99, 

sin (A-++B)=sin A cos B+cos A sin В 

cos (А--В)--СО5 A GE B—sin A sin g 
жа 98075 B=A বসাইয়া পাই, 
sin 2А ল 2 sin А cos А. 
cos 2А —cos? А-віп? А=соѕ? А-(1-сов" A) 


=2 cos A-1 -- -“(1) 
-(1-віп? À)-sin? А-1-2 sin? A+ ““(2) 
(1) ও (2) হইতে পক্ষাস্তর করিয়া পাই, 
1+cos 2A—2 соз" A wee --(3) 
1-соз 2A=2 sin A -> (4) 
(4) কে (3) দ্বার! ভাগ করিয়া পাই, 
1 соз 24 = tan? A --(8) 


টাক 3 (1) হইতে (5) নং за যখন যেরূপ প্ররোজন সেইরূপ ব্যবহার করিতে 
হইবে | 


tan A+tan в 
tan (х+в)=ү= Atlan e _, এই уга B=A বসাইয়। পাই, 


2 tan A 
ta: = 
সা 


— cot A cot B — 
আবার, cot (Arg) A এই সূত্রে B= A বসাইয়! পাই, 


cot 2 соі? A-1 
= 2 cot А 
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30. sin 2А এবং cos 2A কে tan А এর মাধ্যমে প্রকাশ (To 


express sin 2A and cos 2A in terms of tan А )| 


2 Sin A COS A 


SAO COSTA 2sinACOSA . COS? А 
19০৮৮ COS? A-Fsin* А COS" A-+sin? A 
COS? А 
_ 2tanA 
1l+tan* А 


š 2 tan À 

sin ৩০৮০-৯২-২৪ 

1+tan* А 
- д cos? А — sin? А 
cos 2A=cos* А – біп? A= —,—— 
cos? A+sin* A 


_i-tan*a [ লব ও হরকে COS! А 
170058.| দ্বারা ভাগ করিয়া 
—tani 
cos اوج‎ A. 
31. ЗА কোণের কোণানুপীত। 
(1) sin 34=sin (2A--A) =sin 2A cos A+cos 2A sin А 
—2 sin A cos А. cos A+(1—2 sin” A) sin A 
—2 sin A cos? A--(1—2 sin? A) sin A 
=2 біп A (1— sin? A)--(1—2 sin? A) sin А 
—3 sin А- 4 sin? A. 
sin ЗА =3 sin A—4 sin? А. 


টীকা £ сіл 3/-কে sin A-3 মাধ্যমে প্রকাশ করিবার 99 cos? A= 1 - sin? A 
এবং cos 2A= 1-2 sin?A লয়া হইয়াছে | 
(2) сов ЗА —cos (2A+A)= Cos 2A cos А- sin 2A sin A 
—(2 cos? A— 1) cos A—2 sin A Cos A sin A 
=(2 cos? A— 1) cos A—2 (1—cos? A) cos A 
=4 cos? А- 3 cos A. 


cos 3A=4 cos? А-3 cos А. 
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Sele cos ЗА-( cos А-1 মাধ্যমে প্রকাশ করিবার জন্য 
cos 2А--2 cos? A—1 এবং sinë A=1 — cos? A লওয়া হইয়াছে । 


tan 2A+tan А 
1 —tan 2А tan A 


(3) tan 3A=tan (2A+A)= 


2 tan A 


1 —tan* RENS А 3 tan A—tan® А 
T = ]=3 tan" A 
122212008 .tanA 
1-(ап“А 
— 3 
tan 3453 tan A-tan* А tan" А. 


1-3 tan? A 


tan tans tan c — tan A tan в tan c 
Әжі: tan (а-ға ғо) = AE выш анат лабы, 


—{апв tan c —tan c tan A— tan A tan B 


এই সুত্রে, B—A এবং С-А বসাইয়াও (ап ЗА-4 সৃত্রটি পাওয়া যায়। 


B 


বিবিধ উদাহরণ 


উদ. 1. cos 5/-কে cos А-4 মাধ্যমে প্রকাশ FT | [C. U. 731 J 
COS 5А —cos (3A-+2A) =cos ЗА cos 2A —sin ЗА sin 2A 
=(4 cosa — 3 cos А)(2 cos? A— 1) 
-(3 sin A—4 sin? A) . 2 sin A COS A 
=(8 cos? А- 10 cos? A+3 cos А) 
-(3- 4 sin? д). 2 біп? A cos А 
—(8 cos? A— 10 cos? A+3 cos A) 
—j3— 4(1— cos? £)1 . 2 (1—cos? A) cos A 
—(8 cos? А- 10 cos? А--3 cos А) 
-(4 cos? д-1)(1-со5% A) . 2 cos ^ 
=(8 costa —10 cos? А-3 cos А) 
-(5 cos? A—4 cost A— 1). 2 cos А 
=8 cos5 A — 10 cos? a+3 cos A— 10 cos? A 


+8 cos? A+2 cos А 
—16 coss А-20 cos? ALS cos А. 
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sec 8A—1_ tan 8A Д B 
Bul. 2. দেখাও С одат tanza [ B. H.U.'47, 554,59 ] 


1 . 

ШЕШТІ __1=cos 8A , cos4A 
SCA ~ cos SA 1 — cos 4A 

COS 44 


বামপক্ষ = 


2sin* 4A, cos 4A ^ 
ix "сов ЗА 2 sin? 2a [ অঙ্গ: 29, за (4) ] 


_ 2 sin ДА cos 4А. sin ЗА sin 8A _ 2 sin 2A cos 2A 


cos ЗА. 2 біп: 2А | cos8A 2 білі 2A 


tan 8A. 


=tan ЗА. cot 24= 
tan 2A 


Cyl. 3. প্রমাণ কর যে, cos? (A— 120°) 4-соѕ° (A--120*)4-cos* A= 2. 
[ C. U. 33] 
বামপক্ষ = 212 cos? (A — 120°)+2 cos? (A+120°)+2 cos? А) 
-МІ1--сов 2 (A — 120)j-- [1--cos 2 (A+120°)} 
+fl-+cos 2A}] [ w3: 29, <a 3] 
=1[3+{cos (2A 240°) +cos(2A +240° )}-Есоз 2A 1 
= }[ 34+2 - cos 2407. cos 2A--cos 2a | 
-3--2(-2) cos 2А--сов 2А|- 


‘Wel. 4. দেখাও যে, СОЅЗА cos 3A--sin?A sin ЗА =С05 2A. 
` [ Pat. U. 39? 43] 
বামপক্ষ- (1 cos ЗА--2 cos A) cos 3A+(Ẹ sin A—} sin ЗА) sin ЗА 
* cos 3A—4 cos? А-3 СОЗА, ,*, cos? A=} cos 3878. COSA ] 
[ ge’. sin ЗА-3 sin А—4 sin?A, |, sin? A= sin A—1 sin ЗА 
= l(cos*3A — sin 34) + (cos ЗА cos A-Fsin ЗА sin A) 
=} cos 6A--$ cos (ЗА- A)= 4 cos 6৯448 cos 2A 
=} . cos 3(2a)+3 cos 2A= 4 cos? 2A —3 cos 2a) + $ cos 2A 


ar 
—cos? 24-2 cos 2A+} cos 2A— COS? 2A. 


70 


উচ্চ মাধ্যমিক গণিত__দ্বিতীয় 4 


8т 


2r 
GR. 5. দেখাও ca, 16 cos ig cos ня соз 75 


2v 2r 4r Sr 14т 
16 біп 15 соз ть cos 15 cos 15 со5 ds 


2r 4т ӛт 14z 
=8(2 sin 15 595 z) cos 15 COS 15 COS 75 T 


4- 8x 14r 
=8 . sin a cos тє. COS T5 COS Tz 


4т 8т 147 
=4. p Sine 15 7 cos 15 cos 15 COS 15 


8т 14v 
15 15 15 


"2v 2x 
=sin 27+sin 15^ sin = 15 


510 Т 
প্রদত্ত বামপক্ষ--_ু =1. 
А T 


15 


% 


14r 


cose SSi 


=4 sin $7 cos 15 595 15 -2 sin 16" cos 14% 


15 


উদ]. 6. দেখাও ст, tan 7A —tan 4А —tan ЗА 


—tan 7A tan 4A tan 3A. 
বামপক্ষ = tan (4A 4-34) — (tan 4А--(ап 3A) 


— tan 4a-+tan ЗА 
1—tan 4A tan ЗА 


1 
= (tan 4570 aa end 
( PHAR 1 —tan 4A tan ЗА 


= (tan 4A+tan ЗА | tan 4a tan 3A 
) 1—tan 4A tan ЗА 


tan 4A--tan 3A 
1—tan 4A tan 3A 


- (tan 4A tan ЗА) 


=tan 7A tan 4a tan 3a, 


—(tan 4A--tan 3A) 


-1) 


) 


15 
[ B. B. 0. 55] 


[ B. H. U. 749) 
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77 ç . l-tan*« 
бе]. 7. যদি tan 0—cos 2x হয় ভবে দেখাও cr sin 29= Тепа 
2 1—tan?« 
sin29— 2 tan 0 _ 2cos2« — “Тап? < 
1+tan*9@ 1--соз%2< Гап 2 
17655 
2(1 —tan? < 


2 “I+tan? < 2(1—tan® <) 07075 x)! I-tan*« 
EET Тап х * 20110 <) [Ftans 


(1802০) «)* 
қ 7 _3 cos 286—1 
উদ. 8. যদি « ও В HTT এবং cos এ হয় তবে দেখাও 
যে, tan x= y2 tan f. ІС. 0,2411 
cos ل ب کک دت ر‎ Эс; 


3-сов 207 ’cos2« 3 сов 26-1 


1—cos2« 3-сов 28—3 cos 264-1 
° 17005 24 3-сов 284-3 cos 28-І? 


2(1-сов 20) _ 
(1--сов 28) 
2. tan <= 42 tan f. (72 «8 উভয়ই уте! ] 


ог, tan?*«— 2tan*g [ we 29. та 5] 


Зи. 9. যদি 2 tan <=3 tan ৪ হয় তবে দেখাও যে, 


tan («- Bo a [ C. U. 46, Pat. U. 47] 
ау tan <—tan 6 _ $jtan-—tan в = fang 
tan(«-f) 1--(ап « tan 8 EL tan В tan 6 24-3 62059 
sin f 
3 cosg _ Sin В cos В ... 2 sin f cos В 
7 sing 2 со5%--3 50504 cos8--6 sin*j 
24- з 
99929 
sin 28 


27555 28)-Е3(1=соз ор) [অন 29, a (3), (4) ] 


e sin 28 
5-сов 26 
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Beil. 10. দেখাও যে, (ап 9+2 tan 20--4 (ап 49+8 cot 89=cot 0. 


1 1—tan* 40 4(1-—tan? 40) 
৮৫১ মনি а 2 tan 40 tian 40 
_4tan* 40--4- 4 tan? 49_ 4 
4 tan 49+8 cot 89= VENT Saas 


2 tan 29+4 tan 494-8 cot 89=2 tan 20+ کے‎ 


=2 tan 29+4 5 ше. A 
-2tn* 20-c-2-21:an* 20 2 
tan 20 ~ tan 29° 


; Y i 2 . (1 —tan?0) 
প্রদত্ত বামপক্ষ = tan ৪+ (ani) টি 


tan*g--1—tan*g 1 
w; tan 0 tan 0 


=cot 0. 


উদ. 11. প্রমাণ কর, cot A+cot (60° -+-А)--соѓ (120° +A) 
=3 сої ЗА, [ Pat. U. 744, 451 
বামপক্ষ =cot A-+-cot (60° +A)--cot {180° — (60° — А)} 
= cot a+cot (60° +A) — cot (60° - A) 
cot 60° cot A—1_ cot 60° cot A+ 1 


কিট, cot A+cot 60° cot A— cot 60° 
1 
—cot A-1 LT cot ALI 
— cot a+ V3 V3 : 
x cot A— —. 
cot A+ УЗ NE 


cota— V3  cotA- v3 
„3 ০০৪41 УЗ ০০৮41 


(cot A— /3)( J3 cot A- 1) - (43 cot A+1) 


=cot A+ 


(cot A+ 4/3) 
=cot 
SESS 3 cot A-1 
Iv 8cotA _ 3cot?A—-cotA —8 cot A 
2 3 cot*A- 1 
BA 
3 СОФА 3 cot A 4 ot 3A. 


3 cot?4— 1 
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প্রমাণ жя: [1 হইতে 20 | 


1. 


Y 


s 


©) ooi A ei 


Ry cep cbe EC 2, 
৮1:77 со 


ка 
Ф 


= ма 
2৮. 


m 
«o 


(i) ০০549 _ 51049 ০০3 20. 


sin 30 _ cos 30 , 
sing 6096 ` 


Sin 2A 
17095 2A 


Cot A- tan A 
cot A+ tan A 
cot А- (ап A=2 cot 2A. 
cot 9-+tan 29=2 cosec 20. 
cosec 20 --cot 29=cot 0. 


=tan A. 


= COS 2А. 


cosec20 — sec? 9 4 cosec 20 cot 20. 
০059০ A — 2 cot 2A cos A —2 sin А. 
tan 0+2 tan 20 —cot 0 —4 cot 49. 


cos 0--sin 0 cos @—sin 0_ tan 20 


cos 0 — sin 0 cos 6 --sin 0 


sin 0+sin 20 
14-cos 0--со 20 
1--віп 20 - cos 20 
17510 20--сов 20 
250, tan 0 _ 
sin 30 tan 30 


tan 50+tan 30 
Ба TET] =4 cos 20 cos 40. 


= tan 0. 


= (ар 0. 


tan (Со) -tan EM tan 20. 
০0996 — sin99 = = cos 20(3--соѕ° 20). 
cos50 --sin^à = 3(1--3 cos? 20). 


2[7.. 
qud ds 2A. 


1--tan? (f-^ 
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[ C. U. 1876] 
(ii) cos? —sin30= (cos 8 — sin 0)1--5 sin 20). 


[ C. U. 1861] 


[ C. U. 201 


[ C. U. ৮5] 


[ C. U. 1878] 
[ C. 0. 581 
ГС. U. 47] 

[ C. U. 1876] 
ГА. U. °58 ] 

[ C. U. 1890] 


[ A. U. °55 ] 


[ A. 


[ C. 


[ B. H. 


[ A. 


U. 59] 


U. 238 ] 


Ú. >57) 


U. 257] 


[C.U.] 
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20. 


21. 


22. 


23. 
24. 


25. 


26. 


27. 


28. 
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4(cos? 10°+sin® 20°)= (cos 10°+sin 207). [ Bur. U. '64] 


প্রকাশ কর 2 

(i) cos 40 কে cos 6 এর মাধ্যমে 1 [ C. U: 763 ] 
(i) tan 4A tan A , বিঃ (С: U. 1883] 
(iii) sin 4A c@tana „ xl ГС. U. 1898 | 
(iv) tan SA কে tan A , 211] [ C. U. 1896 J 
প্রমাণ কর £ 
(i) вес (г-ға) sec ঢু e) —2 sec 29. [ A. U. 256 ] 


(ii) 4 cos 0 cos (+0) cos (+в) =cos 36. [H.S. 66] 
(ii) sin39--sin?(120?-- 8) J-sin?(240" 4-0) = —3 sin 39. 
[ Pat. U. 9391 
(iv) cos 4х- cos 4y=8 (cos х- cos y)(cos x--cos y) 
(cos ж— sin y)(cos x+sin y. 
[ P. U. ?36 ] 
+ 4т 8т 158 
মান নির্ণয় কর : cos Fz cos = cos тк соз 75: [ B. Н. 0. °58 } 
(ü) 130-т হইলে প্রমাণ কর যে, 


A 
cos 0 cos 20 cos 30 cos 40 cos 50 cos 60- ж 


(ii) бен гі হইলে প্রমাণ কর যে, 
2" cos 0 cos 20 cos 270......сов 2"-19=1. [ A. U. 53 ] 
tan =} এবং tan ф=1 হইলে দেখাও যে, cos 20 —sin 44. 
[ А. U. 50 1 
tan?g—2 їап2 44-1 হইলে দেখাও যে, cos 29+sin*g=0. 
ГА. ঢ.:37] 
(ап30--1--2 tan*4 হইলে দেখাও যে, cos 2%- 142 cos 20. 
[H.S. 2681 


jan z=? হইলে а cos 2x +b sin 2x এর মান নির্ণয় কর। 
ГС. U. 38, B. H. U. 40] 


semp Sats 
অংশ কোণ ( Sub-multiple Angles ) 
58 А ইত্যাদি কোপগুলিকে А কোণের অংশ কোণ বলা হয়! 
32. £ এবং А কোণের কোণানুপাতের মাধ্যমে А কোণের 
কোণান্ুপাঁত নিৰ্ণয় | 
পূর্ব অধ্যায়ে আমরা দেখিয়াছি যে, 
sin 2A —2 sin A COS А. 
cos 2A—cos*A —sin?*A—2 cos?A—1—1 —2 sin*A. 
1--cos 2A —2 cos*A. 


1-сов 2A=2 sin?A. 


> “= tan? A. 
1--со5 2А 
2 tan A 
t = —— 
p 342 1 —tan A 


উপরের স্বত্রগুলিতে A-3 স্থলে 3 [ স্থৃতরাং 24-3 স্থলে A ] ax[331 পাই, 


sin A=2 sin А cos >. 


ЗА ж. аА... А 1-1- . ЗА 
соѕ А =соѕ 2-5 2 cos 2 121-2 sin > 


1+cos A=2 cos? 2 


1-cos A=2 sin* E 
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আবার, sin ЗА--3 sin А- 4 sin?A. 
COS ЗА--4 cos?A —3 cos А. 


3 tan A—tan?A 
1—3 tan?A 
1 west 34-র স্থলে A ] বসাইয়া পাই, 


с. А 
tan 38৯ সুত্রগুলিতে А-4 স্থলে 5 


sin A—3 sin zc 4 sin? A 


3 
cos A=4 cos? 4-3 cos e 
3 tan 4. tan? 
tan A= AC 
1-3 tan" 


33. tan А এর মাধ্যমে А কোণের কোণানুপাভ FAA | 


2 sin ^ cos ^ 2 tan ^ 
; „А А 2 2 2 
зіп А=2 sin ç Cos G= = 5 
T 2 s? ^ сіп? ^ 1--tan? ^ 
соза sS g 
2A 2А 
) я COSS sin2 = 
соз A —cos?^ — sin? = i : 
g n ine A 
cos 2792 2 
1—tan* 2 | লব ও হরকে cos? 5 দ্বারা 
F I 
Erin? к i যাগ করিয়া 
z A 
34. cos А-4 মাধ্যমে cos 8; sin А এবং tan 5 নির্ণয় | 
1-+-соз A=2 ০০১০৪, tay Соз = ушел, 
আবার '." 1-сов A—2 sin? 2. 


n e 


1— cos 
এবং, лан A A. 
2 VEE A 
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দেখা যাইতেছে যে কেবলমাত্র cos А-Я মান (8651 থাকিলে (কিন্ত AT মান না 
АТТА А 

দেওয়া থাকিলে) ০০5 নু, Sing এবং tan 2-43 প্রতিটির দুইটি করিয়া মান পাওয়া 


іші এ দুইটি মান সমান few পরস্পর বিপরীত feme. কিন্তু যদি АЗ মান 
প্রদত্ত থাকে তবে cos 2 А, біп } A-3 চিহ্ন নির্ধারণ করা যায়; Wear 504 যথাযথ 
চিহ্ন বসান যায়। 


Bal- cos225'— - M: হইলে sin 11215 এবং cos 1121" এর মান fada 
БЕН! 
এখানে A=225°, 5. রুল 112 
০০১ ATT এবং sin 5 ধনাত্মক হইবে | 


[^ 1123 দ্বিতীয় পাদে অবস্থিত ] 


А ғат ы. 1 
LU === 
h 1+cos 225 _ J 42 

cos 1121°= - 2 ar W 2 
--і,/2- У2 

1 

1 сы 

М-ка 172 

sin 112} = + TE БЫДЫ; БР ভাতের 

=372+ ,/2. 


চিহ্ন সম্পর্কে অনিশ্চয়তার ( Ambiguity of signs ) ব্যাথ্য' : 

যদি কেবল cos A-4 মান প্রদত্ত থাকে; কিন্ত A3 সম্বন্ধে অপর কিছু প্রদত্ত না 
থাকে তবে А-4 মান, 2n +৭ [ n যে কোন অখণ্ড সংখ্য। ] দ্বার! প্রকাশিত অসীম 
সংখ্যক কোণের যে কোন একটি হইতে পারে যেখানে < এমন একটি ক্ষুদ্রতম quU 
কোণ যেন COS A= COS 4. [ অন্তু. 43 | 


wert cosh sin f এর মান бн করিবার ws ететт 


5 


cos 2 (27424) এবং sin 3 (2nz-«) অর্থাৎ cos (4) এবং 


біп 25) এর মান নির্ণয় করা হইতেছে। এখন cos (пт) 3 
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sin GESI এর প্রতিটির কেবল দুইটি করিয়া মান হয় যাহারা সমান কিন্ত 


পরস্পর বিপরীত бзб! যেমন; যদি п জোড় হয় তবে মনে কর n=2m, 


сов (5) = (2m) -сов = [ অন্ধ. 17 | 
sin TESI =sin (ms =) = Esin <: [ ay. 17 | 


আবার n বিজোড় হইলে মনে কর n—2m--1, তখন 
cos [nz +5) -сов (m+) TH = cos { 2те (== 2) 
= cos (=) = — COS 2 


біп (5) =sin {(2m-+1) т еі sin Pme (та) 


= )= Fsin 2. 


А QA = 
অতএব দেখ! যাইতেছে যে, প্রতিটি ক্ষেত্রে cosg এবং sin g এর দুইটি সমান 


কিন্তু বিপরীত Бот মান পাওয়া যাইতেছে | 


35. sin А-4 মাধ্যমে sin А এবং соз > À এর মান fafa | 


2 
А sin A) —cos? 94505 ^4-2 cos ^ sin А 
(соз 5--5in 4) =cos gtsin gt g g 
—]1-rsin А. 
A ars A E ila. 
соз 5+ sin у= A!1--sin Act Фә» 25% (1) 
A gis E АГА 
ы! УА = 
বার, cos 5 — sin 3 | =e 24975 2 cos 3 sin 4 
=1-sin А. 


А.х Дд 
с T = ন 
05 s 3Inp—--4]1-sina ০১ ase 0৩ (2) 
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(1) ও (2) যোগ করিয়া পাই, 
cos A= +} VIFsin A+} VI=sin A 
(1) হইতে (2) বিয়োগ করিয়া পাই, 
sin Å= +} JI+sin AF} I= sin A 
দেখা যাইতেছে যে sin А-Я মান দেওয়া থাকিলে» কিন্তু A সম্বন্ধে কিছু বলা 


aj থাকিলে ০০১? এবং sing এর চারটি করিয়া মান পাওয়া যায়। 


কিন্তু যদি Ач মানও প্রদত্ত থাকে তবে COS 5450 À এবং cos f= sin А 
2 g g 2 


এর চিহ্ন Ed নির্ধারণ করা যায় । কেননা, 


cos акп а= v5 cos 87772 A sin 4) 


= V2 (sin ج‎ cos +оо» sin 2)- 42 sin (54) 
এবং cos g- sin a= y2 ( cos т сов А sin А 3i 2) 
— 4/2 cos (52) 
^ জানা থাকিলে si (212) এবং соз G +4) এ fe 
সহজেই নির্ধারণ কর! যায়; অর্থাৎ cos $sin $ এবং cos sin 3 এর কোন্‌ 


চিহ্ন (1) ও (2) এ লইতে হইবে তাহা সহজেই নির্ধারণ করা যায়। 
অতএব দেখা যাইতেছে যে, біп A এবং А উভয়ই প্রদত্ত থাকিলে চিহ্ন সম্বন্ধে 
কোন অনিশ্চয়তা থাকে l | 
Ww. cos 67Y এবং sin 671° এর মান নির্ণয় কর। 
স্পষ্টতই cos 67Y +sin 673^ ধনাত্মক | 
এখন, cos 67) —sin 674° = ,/2 cos (45* + 6737) 
= ү2 cos 1123 aitas [ 112” দ্বিতীয় পাদে বলিয়। | 


cos 673°+sin 671° = + VI Fsin 755-,/141 

; তে 
42-1. [2у20у2+1) 
"PLE 2 42. 42 


1 e 
=5У4+2 J2 Ж бк? (1) 
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এবং, соз 67y —sin 671°= — JI —sin 135°= E -7 


= NAE + ... (2) 
(1) ও (2) হইতে, 
cos 67১০1447272 У4-2у2) 


এবং, sin 671°= 1 ,/44-2У2-- У4-2 ,/2). 


36. tan А-да মাধ্যমে tan А fafa | 


2 (ап 3 
আমরা জানি, (ап А------- Г us. 32 ] 


A 

= DA 

1-(ап 5 
° 2A A 
or, tan А (Ба 5) =2 tan > 
ог, tan А (ап? 2-2 tan 57 tan A=0, 


ইহা tan? ?-এর একটি দ্বিঘাত সমীকরণ, সমীকরণটি সমাধান করিয়! পাই, 


tan AE -2-- /(2)%-4 . tan А(- tan A) 
2 2 tan A 


_ 13211027055 
tan А 


tan A প্রদত্ত থাকিলে (কিন্তু &- সম্বন্ধে কিছু বলা না থাকিলে ) 
tan й-ая দুইটি মান হইতে পারে । চিহ্ন সম্বন্ধে অনিশ্চয়তার ব্যাখ্যা 944% | 
Bel. WR A= 160" হয় তবে দেখাও যে, tan A= C1 Ian, 
2 tan A 


আমরা জানি tan 27135178755 (ly 
2 A ts 2. 


এখন А=160° বলিয়া tanj—tan S0" স্পষ্টতই 441441 FON 


(1)-এর লব ও হরের চিহ্ন অভিন্ন হইবে। কিন্তু হর=tan a=tan 160° 
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441461 yea লৰ 44145 হইবে) অর্থাৎ লব--1- /l+tanzA 
হইবে [ VI anaa মান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর বলিয়।_ 1+ J/l+tan*a 
44145 হইবে না। | 
লন = E 4 
37. 18°, 36°, 3° কোণের কোঁণানুপাঁত facta | 
মনে কর, А-18%, s. 590, ог, 2A=90°—3a, 
sin 2A—sin (90° — ЗА)--с05 ЗА, 


ог, 2sin A cos A—4 cos?A —3 Cos А, 


ог, 2sina=4cos*aA—3, | `. cosA-cos 1870 ] 
ог, 2 sin А--4(1-5іп?А)- 
ог, 4 sin A+2 sin А- 1-0, 7 
sin A= _ 235 = J2* —44(—1) SE EVD 1+ V5 
2.4 4 


এখন A PHC বলিয়! sin A 441461 অতএব 44/47 মানটিকে বর্জন 
করিয়| পাই, sin 18-551. 


আবার, cos 18°= + УТ sin*18 = CEE REUS ШШ 


10725 
নি, 


cos 18-1 41072 J5. 

cos 36%-1-2 sin? 18° 
p аа шы 
pt 2 4 4” 


[93.29] 


AF PENT Se RS, EC x. 1 EP x 
sin 36°= + У1—соз* 36°=,/1-(S41)" = J10=2 Js. 


54° ও 72° কোণ যথাক্রমে 36° ও 18° কোণের 49% ( Complementary ) 
কোণ বলিয়। উহাদের কোণান্থুপাত সহজেই নির্ণয় করা যায়। 
উ. মা. গ. (২য় খণ্ড )—6 
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এখন, sin 3° =sin (18%- 15°) 


=sin 18° cos 15° —cos 18° sin 15° 


45-1, B+1_ У1052,5,,У3-1 
4 2/2 4 22. 


[ эчу. 22, Bai. 237 1 


А 25 1, 42341) 25-3 V5, 


45-1 
2/22 4 2,2 


০1804570064 /2) V54 ¥5 (3 - 1 
এবং এইরূপে С05 з= уз+1) ууз qq V6 - V2) A5 — 1). 


Biel এ পর্যন্ত যে সকল কোণের কোণান্নপাত জান! গিয়াছে সেই সকল 
কোণানুপাতের সাহায্যে 3° এর গুণিতক যে কোন কোণের কোণানুপাত fata করা যায়। 
যেমন 6°=36°—30°, এখন 36° ও 30° কোণের কোণান্ুপাত জানা আছে, 

6° এর কোণানুপাত সহজেই নির্ণেয়। J 
39, 9 =45° —36°, 12° =30° - 18°, 21°=36° — 15°, 
24° = 45° —21°, 27 =30° — 3° ইত্যাদি। 
3° এর গুণিতক যদি 45° অপেক্ষা বড় হয়, তবে এ কোণটির কোণানুপাত উহার 
4% কোণের কোণান্ুপাতের সাহায্যে নির্ণয় করা чїч! 


বিবিধ উদাহরণ 
Um. 1. দেখাও যে, sin? 24°—sin? 6০ 4501. (A. U. 51] 
বামপক্ষ —sin (24* + 6°) . sin (24° — 6°) [aa 23 ) 


=sin 30" sin 18551. V5—-1. 45-1 
2 4 
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Bel. 2. tan 73° এর মান নির্ণয় কর | [ Н. S. 266 Comp. 1 
yo Sin 73° 2 sin? 73° 1 —cos 15° 
Талы сз 71° 2sin 7§°cos 7F sin 15° [ag 29 ] 
1-341 
>> P= ies 
еле 242. .22 SENATEN SSH, 
J3-1 [32:224] 43-1 
242 


-(2У2- /3-1(V341).. рч 2 
GV У6- %৩+%2-2 


= V3(V2-1)- J2(4/2— 1) 
=) /3- J2y J2- 1). 
উদ, 3. প্রমাণ কর যে, cos? 18° sin? 36°—sin 18° cos 36° = yl. 
[ C. U. 46, 58 ] 
বামপক্ষ = (} . 2 cos 18° sin 36°)2 – 1. 2 sin 18° cos 36° 

= (sin 54°-++sin 18°)? — 3(sin 54° —sin 18°) 
= (cos 36°-++sin 18°)* — (сов 36° —sin 18°) 

= БАР, М5-Ц% 1/У5-1 v5-1 

=4 Tia ) T 4 =) 
-іхі-%.ісі-ізті- 


Bri. 4. প্রমাণ কর যে, (ап 6° tan 42° (ап 66° tan 78%- 1. 
[B. H. U. 254, 2591 


বামপক্ষ = tan 6° tan 42° tan 66° tan 78° 
_ sin 6° sin 42° sin 66° sin 78° 
cos 6” cos 42” cos 66° cos 78° 
—(2 sin 6° sin 66°)(2 sin 42° sin 78°) 
(2 cos 6° cos 66°)(2 cos 42° cos 78) 
— (cos 60° — cos 72°)(соѕ 36° — cos 120°) 
(cos 60°+-cos 72°)(соз 36°+-cos 120°) 
-(%-5іп 18*)(cos 36^ 4-1) 
এ 18°)(соз 36° — 3) 


5— 
(ры Дуа) _@— VS)G- J5) _ 
। BBF E © (5D) J5- 1) 


А উচ্চ মাধ্যমিক গণিত-_দ্বিতীর খণ্ড 


cos < — cos В 
দি -₹ ২2 5 তবে প্রমাণ কর A, 
вті. 5. যদি cos 0 1 5 Os B 1 


tan 2 এর একটি মান হইতেছে fan 3 cot B. [ Pat. U. ^42] 
— COS «—cos f 
Бр CE 1— cos < cos В 
cd 2% Ех sÊ 
1-tan zm 1—tan 2 
1055 9 17552 1-4-tan* Ё 
о, = 
14858 1 1—tan* f 
2% এ а В 
1+tan 4 1700. S 
0 
1—tan" ç 
or, লা 
2 
1--tan 3 
(1 -tan* S)(1+tan* 8) - (14-55 801 1—tan? f) 
(1 +tan* £) ИТІ 5)- (1- —tan? T —tan? 5 
аб (Qus 
pies 9 tan 4 
2B a< 
tan gttan 2 
20809 21205 < 
চার 9 (৬৫7 
ог, টা [ By Comp. & Divi] 
2 tan: 2 


40 _ ax з В 
ог, tan g-tan 2 cot x 


tang এর একটি মান tan Z cot с; 
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উদ. 6. যদি tan $= L€ tan $ হয় তবে দেখাও যে, 


2 1+е 
соз 4,2, 00510 —6- Pat: U. *408A. ТУ; 244, *49 Н. S. 267 
ф L 
1—e cos 0 
ال‎ $ 
tan g= ix ang 
tan f= TEE tan б or, tan? $= T Hetana 8 
тес med 25 
1-tan* % 1 -e-tan* 2-е tan? f 
ог, = 9 2 [ By Comp. 4 Divi. ] 
1-Мап%9 1—e-rtan* +e tan? 2 
9 9 9 
mE ( 20 
(1 tan 4) e|1--tan 6) 
হী | ET s 
(1+tan A) e|1—tan 9 
1—tan* 2 ( 
1—tan? $ L+tan f লব ও হরকে 
214 9 2 
OI = —  — 1+tan > দ্বারা 
1+tan? 2 1-tan? 2 
Же 3 ভাগ করিয়া 
14-tan? l 
_ cosü—e 
725 1—e cos 0 
প্রগ্নমাল। 7 
প্রমাণ কর :—[ 1 হইতে 9] 
0 
717215556০৯ 
14-cos 0 ор 1471 ভাটি, 4, 
яг 17510 0 cot 2-1 
A A 
3. cot 5 tang —2 Cot A. [ A. U. ^56] 


2 
[ C. U. 18701 


4. (17০০94০09৩০ 9)(1+cot 0 – cosec б)= cot? —tan 0 
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5. вес 0-+tan 0=tan (+5) [ C. U. 39; A. U. 250 ] 
17510 00909 (749). C. U. 61, A. U. °50 ] 
90865 (ata) [ ঃ 
sec 0 —tan 0 «(туб 
১৯-০0-7518 C. U. 1871 
y sec 0--ќап 0 22 [+g [ ] 
8. 


(cos x —cos 8)° + (sin « —sin 8)? = 4 sin? e [ A. U. 58] 


A+B А-В 2 sin A D 
E - h В. Н.Т). 239, 553 
Sk fg 2 їп 2 cos А--СО5 в ja ] 


10. sin 221° এবং cos 221°_.aq মান নির্নয় কর। 
11. দেখাও যে, cos 7° 30'21(42-- 43-1) 424 002. 


[ Pat. U. 38] 


“12. যদি, sin <= -4 এবং x এর মান 180° হইতে 270*-এর মধ্যে হয়, 


তবে sin 5 এবং cos 5 এর মান fad কর। [ Pat. U. *42] 


13. যদি, A-এর মান 90° হইতে 1807-44 মধ্যে হয়, এবং Sin A=$ হয় 


তবে (ап ys মান নির্ণয় কর। 
14. মান নিৰ্ণয় কর £ sin? 72° cos? 54° — sin 54° cos 72°. 


[ C. U. 748] 
15. প্রমাণ a: 

(i) (cos? 66° —sin? 6*)(cos? 48°— sin? 12") —4. [ C. U. '49] 
(ii) cos 6° cos 42° cos 66° cos 78° 1 


=} [ H. S. 269] 
16. : + 7 4 cogs ЭТ 57 cost 3. 
6. প্রমাণ কর: cos 87-505 8 E --cos 472 


[ Pat. U. >58, В. H. U. 421 
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1-sin A 


IP ^ —tan?B হয় তবে দেখাও যে» 2в--А--907. 
14510. A 


17. যদি, 


[ C. U. 18771 
18. যদি, sec ($+-*)45৩০ (j ~4) =2 sec Ф হয়, তবে প্রমাণ কর যে, 


cos $= 20s 5 [ Pat, U., 244, 748 ] 


19. tan {апд % এবং tan ¢=2 tan < হইলে দেখাও যে, 0 += 24. 
[ C. U. 245) 


; n x x x হীন 
20. দেখাও যে, sin z=2” сов ç ০০১ 25 ০০১ рус cos 5, sin оу: 


ГС. U. 53 ] 


21. প্রমাণ কর যে, 2 sin а= + vi біп А + 41 sin A এবং 
270°> А> 180° হইলে সঠিক চিহুগুলি নির্ধারণ কর। | [ B. Н. 731] 
22. দেখাও যে A প্রথম বা চতুর্থপাদে অবস্থিত হইলে, 


2 cos a7 + /1+sin a+ ৮1510 А. 


অষ্টম Sepa 
শর্তাধীন ত্ৰিকোণমিতিক অভেদীবলী 
( Conditional Trigonometrical Identities ) 
38. এই অধ্যায়ে তিন বা ততোধিক কোণ যদি বিশেষ সম্পর্ক যুক্ত হয় তৰে সেই 
সকল কোণের কোণানুপাত 44418 54094 সম্পর্কে আলোচনা করা হইবে । বিশেষতঃ 
যদি তিনটি কোণের সমষ্টি দুই সমকোণ হয় তবে Q কোণ সমূহের কোণান্ুপাত সংক্রান্ত 


অভেদগুলি বিশেষ প্রয়োজনীয়। এক্ষেত্রে নিয়ের শিদ্ধান্তগুপি বিশেষভাবে লক্ষ্য করা! 
প্রয়োজন : 


যদি, AtB+C=7 হয়, তবে А-ЕВ=х—С; 
sin (A+B)=sin (z —c)=sin c. 
cos (А-Ев)--сов (z — с)= —cos С. 
tan (A+B)=tan (z—c)= -tan c. 
aama, sin(B--c)—sin A, cos (В-ЕС)-- — cos А, 


tan (84-C)— —tan A. 
এবং, зіп (¢+a)=sin в, cos (C+A)= —cos B, 


tan (c+a)= — tan B. 


আবার, А-в--с- হইলে, $ += 


юо 


т 

g 
" : {A,B mme. ci 

2. sin (+9) =sin (Б $) =соѕ 

A. BY о е E: 

ер Е (5-3-9 


ABV Су c. 
tan (+$) лап (= 2) =cot 


e 
9 

০ 
2 


2 
অনুরূপে, sin (2 + 5) = COS » ইত্যাদি 


вусі. A 
cos (+z) = 
(5-2) Sing, , 


tan (2+9) = cot S = 
উপরোক্ত ফলগুলি পরবর্তা আলোচনায় সর্বদাই ব্যবহৃত হইবে। প্রাধিত সিদ্ধান্তে 
উপনীত হইবার জন্য যেমন প্রয়োজন সেইভাবেই গুলিকে কাজে লাগান হইবে | 
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কখনও sin (A+B) এর স্থলে sin C আবার কখনও cos C এর স্থলে — COS (A+B) 
বনাইতে হইবে | 


39. কতিপয় প্রয়োজনীয় ভেদ 1 
1. А+В+С=т হইলে, 
(i) tan A--tan в-Мїап c=tan А fan B tan c. 
58115155051, 
(ii) cote cot c+cot с cot A--Cot A cot B— 1. 
[ C. U.; B. H. U; Bur. 10.1 
(iii) tang tan gttan 5 tan 5 
প্রমাণঃ (i) 72 A+g+ce=x 2. АЯВ-т-С. 
2. tan (A+s)=tan (z —c)= -tan C. 


+tan 2 tan 5-і. [C€.U.] 


tan a+tanB _ tap c, 
1 —tan A tan B 


or, (ап a+tan B= —tan c+tan A tan в tan С, 
tan A--tan B+tan c=tan А tan B tan С. 
(ü) °° A-BTC-7- .. A+B=7-C, 
cot (A+B) = - cot C, 


or, 


cot A cot B— 1 


or, = —cot С, 
cot B8+cot A 
or, cot A cot p~ 1 = – cot B cot c — cot C cot A, 
.. cot B cot c+cot c cot A--cot A cot B— 1. 
e) ° ° ix ow GS B т C, 
(ii) 7! а-4в-с-т, এন 5152579 
A,B ш ACME RUG 
ЕЕЕ 
ап atg tan g 3 cot 5 
A B 
tan g tan ç 1 
mr Ro A 
— tan z tan = у= 
1 2 tan ç tang 
с А в с А 
ай = ১=1- B 
ог, tan 5 an 57180 g tan š 1 tan g tan g 
Š B с с А A B 
tan g tan gq tan 5 tan 579 5 tan nz 1. 
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2. А--В-ЕС-т হইলে, 


(i) sin 2a+sin 28+sin 2c=4 біп А sin B sinc. [C.U.] 
(ii) cos 2A+cos 28 --cos 2c= - 4 cos A cos p cos С- 1. 
(Hi) sin*A-rsin*B-Fsin?c —2--2 cos А cos В cos С. 
[ Pat. 0.1 
(іу) cos?A-Fcos?g--cos*c = 1 — 2 cos A cos В cos c. 


[ C. U., Pat. U.] 


(v) sin A+sin B+sin c—4 cos Š cos Š cos z (С. 9.1 


(уі) cos A--cos B+cos c=1+4 sin 2 sin Sin E [C.U.] 


প্রমাণ 2 (i) sin 2A+sin 28-Fsin 20 
=(sin 2A+sin 28)+sin 2c 
=2 sin (A+B) cos (А — B)--sin 2c 
=2 sin C cos (A — в)--2 sin с cos c 
(72 sin (A+B)=sin (z —c)=sin с] 
=2 sin c [cos (A —8)4-cos c] 
=2 sin C [cos (4 — B) — cos (А--в)) 
[` cos (A+B)=cos (z - c)= – cos с] 
=2 sin с. 2 sin А sin B—4 sin А sin B sin с. 
(ii) cos 2A+cos 28-L-cos 2c= (cos 2А--сов 2B)+cos 2c 
=2 cos (A+B) cos (^ -в)--сов 2c 
= —2 cos с cos (a— B)--2 cos?c — 1 
[ `.` cos (A+B)=c0s (т— с) = —cos c ] 
= —2 cos c [ cos (A— B) —cos c ]-1 
= —2 cos c [ cos (А-в)--сов (A+B) ]- 1 


= - 2 сов C. 2 cos A cos B—1- —4 cos A cos B cos с-і1. 
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(iii) sin?A--sin?B--sin*C 


І 


3 [1 – соѕ 2А--1-сов 28-1 —cos 2с | ` [sz 29 (4) | 


4 [3 — ( cos 2A+cos 28--со5 2c )] 
=} [8—(-4 cos A cos B cos ০-1)] [ 2 (ii) হইতে] 


=} [4+4 cos A cos В cos С. 122-F2 cos A cos B cos С: 


(іу) cos*a-+-cos*B-+cos*c 
=} [17০০9 2А--1--сов 28--1--сов 2c] [ ws. 29 (3)] 
=} [34-cos 2А--сов 284-cos 2c] 
=} [3—4 cos A cos В cos c 1] 
=} [2 — 4 cos A cos B cos с]= 1—2 cos A cos B cos С. 
(V) sin A--sin B-Fsin c— (sin A-+sin B)+sin С 
A+B 


: А-В : 
=2 sin —— cos ———-rsin С 
2 2 ns 


С С 
=2 cos 5 cos Apu sin 5 cos নু 


25 A+B _ (-9- g 
[ . sin —= sin 37g) = cos ç 
2 с А-В. C 
=2 cos “сов wp owe °] 


=2 cos sl cos ^ TU 59 соз AT] 


ИЕ 
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(Уі) cos A-+cos B+cos c= (cos A--cos g)--cos С 


—2 cos A EB cos А cos с 


SOC A—B 720 
E = Cos — -2 a 
2 sin নু ০০ 2 +1 টি 


=2 sin 0 | ০০০4528-9891+1 

=2 sin 5 | cos ^ ৪০০98758141 

_9 sin © Ags B 

2 sin 2.2 sin নু sin gtl 

E A Б С 

174 sin চু sin 2 sin T 2» 
বিবিধ Вие 


Well. А--в-с-т হইলে দেখাও যে, 


ЖАНЫ с Т-А. т-В..т- | 

sin 77457 7 +sin 2-1--4 sin ТЕА sin Paint | 

[ Pat. U. 2411 
দক্ষিণপক্ষ = 1-62 sin 7—A E ES 
+2 sin 4 . [2 sin 4 . Sin Я 


=142sin 78 | cos B=E_ cos 27 (B-FC) 
4 | zoos দর ] 


4 = cos —— 


142 sin тА [ cos 86 LEA] 
4 


[` в-с-т-А| 


€ RA ae 
1+2 sin =: cos 5-5-2 sin 2А cos THA 
4 


` 
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77850 
4 


+sin = 


=1+sin 75৪15 


БЕ 
=1+sin 849 149 5 [^ А--в--с-т1 


AAR TRB SIC. 
=sin z-Fsinz ও 
біп ат 3 sin ç 


উদ. 2. «8+7=0 হইলে দেখাও যে, 
sin?x-+sin®p-+sin*y=1—2 sin < sin В sin y. 
[ C. U. 43, 47, 58 ] 
বামপক্ষ- 1(1 > cos 2<+ 1 — cos 28)--sin*y 
=1-— (cos 2«--cos 28)--віп?у 
-1-1.2 сов (<+ B) cos (« — В)--біп?у 
—1-sin y cos («— f) +sin2y "Vo -сов(<-Е2) 
=1— sin y [cos («— 5) — sin y] =соз(т/2— y) 
-1-віп у [cos (< — В) — cos («-Ер)) эче | 


=1-sin y . 2 sin x sin )--1- 2 sin < sin f sin y, 


By. 3. A+B+C=2S হইলে দেখাও যে, 
sin (s -- A)--sin (s — 8)-F-sin (s—c)—sin s 
B с 


—4 sin 5 sin g sin 6. [A-U. 259) 


বামপক্ষ —[sin (s — A) --sin (s — 8)]--[sin (s — c) —sin s] 
2 sin 29 (A+B) cos 5 cos 29 —€ sin (52) 
2 2 2 


с A+B 


cos B=4_9 cos 


=2sin5 sin 0 
2 2 2 2|. 2s=a+B+c 
=2 sin 2 gl cos a cos хн) এবং 
= c 
sin [ss SID сә 
=2sin 5 - 2 sin দু sin 2 2 2 


-s Ate Bina C 
=4 SIR = 
sin ç Sin g sin তু 
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Bw. 4. са কোন ত্রিভুজ ABO তে প্রমাণ কর যে, 
sin (в--2с)--віп (C+2a)+sin (А--2в) 


=4 sin 25S sin SOA sin A-B. үр H. U. 50, A. U. 258 ] 


TF —sin (A--B--C--C — А) іл (А--В-ЕС--А —B) 
+sin (А-Ев-Ес-Ев—с) 
=sin {r — (A — c)! --sin {т — (в—А)!--$їп (দ-(০-8) 
—sin (А- c)--sin (B — A)--sin (с- B) 


51|. 5. x+y+z=xyz হইলে দেখাও যে, 


[ A. U. '51, В.Н, UY 54 ] 
মনে কর, x=tan A, y—tan B, z—tan c, 


tan A+tan B-Ftan c—tan A tan B tan c, 
Or, {ап A--tan B+tan c— tan А tan B tan с=0 . (1) 


এখন, tan Е A-+tan B-Ftan с- tan А tan B tan с 
1—tan B tan c —tan c tan A—tanAtang 


0 [ (1) হইতে | 


A-FB-EC — nz, n যে কোন অখণ্ড সংখ্যা | 
Ог, 2A--2B +2c=2nz, 


tan (2A--28)— tan (2n — 2с), 
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tan 2А--(ап 28 0 


9077 DRT СОО? [ অন্ত 217] 
tan 2A--tan 28--tan 2c=tan 2A tan 28 tan 2с -- (2) 
এখন tan 2л= ERA. c 25, ; 
aga, tan 2874 >, এবং, tan 2с= E ; 
uscite 
= ў тете i [ (2) হইতে 1 
প্রশ্নমালা 8 


84-9৪-47০0 হইলে প্রমাণ কর [ 1 হইতে 20 |:- 


1. sin 2A—sin 28--sin 2c=4 cos А sin B Cos C. 
2. —cos 2А--сов 28 +cos 20 —1— 4 cos А sin В sin C. 
sin A+sin B—sin c—4 sin ^ sin P cos C. 
2 2 9 
4. cosA-—cos B+cos c=4 cos А 510 8 сов 2-1. 
5 sin А sin в--віп С ee AG 
` Sin A-Fsin B +sin С 2 g 
6 '1+cos А- cos В--совСс tan В cot © 
` IF cos А--СО5 B — cos С 3 PH 
COS А cos B cos С 
"E س‎ - - = =2. S 
© sin Bp sin e sincsinA sin А біп В. [ €. U. 491 


8. tan 2a+tan 28+tan 2c=tan 2А tan 2g tan 2c. 


A B с 
tan А-Мап в-Мапс 02 fan 5 tan ç 


(біп A-Fsin B+sin C)? 2 cos А Cos В cos C. 11910, 


10. (cot 8+cot c)(cot C+cot A)(cot A+cot в) 


=cosec А 90590 B совес с, 


96 
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11. сіп?А--біп?в- 91090 2 sin А біп В cos С. 


[ A. U. 259, B. H. U 


" ІС. О. 
13. сов" qos gt cos? —2-r2 sin 3 sin P sin ©. 
2 9 2 
KCU: 
A з В 2 A B с 
14. Cos? 5 + cos g- 508 5 =2 сов 2 cos 5 sin с. 
[ С. О. 
в За С sin? A= А в с 
15. cos? gt біп” 5 sin 4 =2 cos А 2 55 sin নু 
[B.H.U 
А в Сы ҚТА в с 
16. cot 5 +cot gtt নু-০০ 2 Cot g cot 2. [ €. U 
17. Y +sin 8 C ісіп шаны 


=Ë Ав BHC сос СТА, | 
=4 cos 4 cos 4 Я 


А в с T—A T—B т-с 
. COS —+cos = “= cos cos 
18 gt 5 22208 2 4 cos 4 4 i 


—4 cos Bye cos СТА cos AFB, 


4 4 
[ B. н. 0. ›51, Pat. U. 
: А ВЕС в с 
19. sin z +cos > =2 соз = cos Z. ІС. О 
20. cot a+cot B--cot c—cot A cot B cot c 
--COSeC A соѕес В cosec с. EGAU 
ATB+O=5 হইলে প্রমাণ কর, [ 21 হইতে 24 ] :— 
21. tanB tan сап c tan A+tan A tan B—1. 
ІС. U. 243, 


#59] 
12. cos?2A-LFcos*2g-rcos?2c = 1 4-2 cos 2A cos 28 cos 2c. 


60 1 


48 ] 


'61] 


০৪98৭ 


2571 


244 ] 


241] 


‚ 248] 


581 


22. 
23. 


24. 


25. 


30. 


26. 


27. 


28. 


29. 


উ. মা. গ. (33)—7 


শর্তাধীন ব্রিকোণমিতিক অভেদাবলী 97 


cot A+coi B+cot c=cot A cot B cot С. [ Pat. U. 43 1 
cos (a —8— c)4-cos (B— C— A)d-cos (c — A — B) 
—4 cos A cos B cos С. 


sin 2a+sin 2e+sin 2€ cot А COLE! 
sin 2A+sin 28 —sin 2С 


А+В-ЕС=т হইলে প্রমাণ কর 2— 
(i) sin (в--с-А)--віп (c+A—B)+-sin (А--в-с) 
—4 sin А sin в sin C. (AS Us 53 2571] 


রর An রা নতি লাজ এবি 
(ii) sin gtsin gtsin j^! 2 sin g Sin নু sin - 


[ Pat. U. 242, A. U. 541 


E: A B-C B С-А с А-В 
S = ٥08ج‎ cos کے‎ + cos = cos کے‎ 
(iii) cos 2 508 — T g 7 3F নু 3 


=sin A+sin B +sin с. 
<+B=Y হইলে দেখাও যে, 
cos*« --сов%р--со8%у-- 14-2 cos < cos f costy. 
[ C. U. 40, Pat. U. '43 ] 
A+B+C=0 হইলে দেখাও যে, 


Авасто 
cos A+cos в-Есо$ C=4 cos 4 со5 9 со5 9 1, 
A+B+C=7 এবং, sin +$) =" sin 5 হইলে দেখাও যে, 
Av Beni 
fang eurem [ Pat. U. 45 | 


A-FB--C—2s হইলে প্রমাণ কর যে, 
cos*s -+-cos*(s - A)--cos? (s —B)--coss(s — с) 
--2(1--сов А cos B cos с). | A. U. 29775958] 
যে কোন ত্রিভুজ ABC তে প্রমাণ কর যে, 
(i) (біп в- cos B)?-- (sin ০- cos C)? — (sin A+cos A)? 
=1-4sina sing sin c. 
(ii) tan*B- tanc 
=2 tan A tan B tan C (cosec 28 --совес 2c). 
[ C. U. 262 ] 
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31. A+B-cC=360° হইলে দেখাও যে, 


1— cos*A—COs*B—cos?C+2 cos A cos В cos C=0. 


[ Pat. U. 746 ] 
32. A+B+C+D=2r হইলে দেখাও যে» 

cos 2А--сов 28-+cos 2c --cos 2D 

=4 cos (A+B) cos (A +c) cos (А--0). (с. 9. 421 


33. cos A--cos B +cos C=0 হইলে প্রমাণ কর যে, 
cos 3A---cos 3в--со5 3c— 12 cos А cos B cos С. 
34. xtytz=xyz হইলে প্ৰমাণ কর :— 
() x(1—y*)(L—2?) + 9(1 -z*)1— x*) +.2(1 — x?)(1 — y?) 
—4xyz. | B. H. U. '54, A. U. 751] 


3x— x? 3y- y? 3z—z? ২6282: 3y— y? 32—29 
та 123 ЕНІ ЕЕЕ laa | =з: 


349 ব্যাজ 
ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণ এবং সাধারণ মান 
(Trigonometrical Equations and General Values.) 


40. এক বা একাধিক ভ্রিকোণমিতিক অপেক্ষক বিশিষ্ট কোন সর্গীকরণ 
яй এ সমীকরণের সহিত সংশ্লিষ্ট কোণ বা কোণ সমূহের কতকগুলি যান 
(সবগুলি নহে) দ্বার! লিজ হয় ভবে Ò সমীকরণকে একটি ত্রিকোণনিতিক 
সমীকরণ বলে। ভ্রিকোণমিভিক সমীকরণ সমাধান বলিতে বুঝায় সেই 
কোণ aig নিৰ্ণয় করা যাহার! প্রদত্ত অনীকরণটিকে সিদ্ধ করে। 

সর্বাপেক্ষা সরল একটি তিকোণমিতিক সমীকরণ, sin х= 1 লইয়া আলোচন! করা 
5т 
6 
পূর্বেই দেখিয়াছি যে, যে সকল কোণ একই অস্তিমবাহু বিশিষ্ট তাহাদের কোণান্ুপাতের 
মান অভিন্ন । অতএব এমন অসংখ্য কোণ হইতে পারে যাহাদের সাইনের =з. 


যাক। স্পষ্টতই = এবং = প্রদত্ত সমীকরণটির দুইটি ляля fys আমরা 


т 


যেমন, 42778 4e. mne 


5 
$^ 

সাইনের =}. অতএব Q কোণ সমূহ Sin x=) এই সমীকরণের বীজ | 
অতএব বলা যায় যে, sin х=). এই ত্ৰিকোণমিতিক সমীকরণের অসংখ্য সমাধান 
আছে। এইরূপ যে কোন ভ্রিকোণমিতিক সমীকরণেরই অসংখ্য সমাধান আছে এবং 
ওই অসংখ্য সমাধানকে সমগ্রভাবে বলে সমীকরণটির সম্পূর্ণ বা সাধারণ সমাধান 
( Complete or general solution. ) | 


এবং, 21+ пры 67-37, সমুহের 


41. (i) sing=0, (ii) tan 0=0, (ій) 
(iv) cot 0=0 সমীকরণগুলির সাধারণ qatuta | 
(i) asgat, sin gen 


cos 0-0, 


. [ag 91] 


° sin 0= 34২ = 
you, sin 0 0 হইলে, = 0 о, у=0 হইবে। এখন 0 
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কোণের অন্তিম বাছ যদি ох বা ох এর সহিত মিলিয়া যায় তবেই y= 
হইতে পারে; 

অর্থাৎ তখন, 0—0, т, 2r, 37, 42, 

4, 0--т,-?2т, —3z, Axe 

অর্থাৎ, 6-0,4, т-44 যে কোন গুণিতক ; 

অর্থাৎ, б=пт, যেখানে n Wg 41 যে কোন ধনাত্মক 31 44142 অখণ্ড সংখযা। 

Apex, sin 0=0 এর সাধারণ বাঁ সম্পূর্ণ সমাধান হইল, 0=nm. 


(ü) যেহেতু, tan =) (srg: 9:1), sa, tan 0-0 হইলে у-0 


হইবে। 9945 পূর্বের মতই tan 0-0, এই সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান হইল, 
0=пт, যেখানে, n=O, বা, যে কোন অখণ্ড tal | 


(ii) эулия, cos ৪ অতএৰ, х=0 হইলে তবেই cos 0-0 


হইতে পারে এবং, х-054 তখনই যখন 0 কোণের অন্তিম বাহু OY বা, ০+-এর 
সহিত মিলিয়া যায়৷ 


DE 2 
Т; 3r _ 5r ...... 
LL aa 7% 


অৰ্থাৎ, = "এর যে কোন বিজোড় গুণিতক, 


অর্থাৎ, 9=(2n+1) p যেখানে п=0, বা, বে কোন ধনাত্মক বা খণাত্মক 
অখণ্ড л! 


(Му cec E 2. cot 0=0 হইলে х-0 হুইবে! Wed 
পূর্বের মতই cot0=0, সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান 9-(2%41) 5 
[1 পূর্বের অর্থে ] i 


Wisi: sec এবং ০০০০০ এর সাংখ্যমান কখনও 1 অপেক্ষা 454 


হইতে পারে 41; অতএব sec 0=0, এবং ০০৪৩০ 0-0, সমীকরণের কোন 
সমাধান নাই.) 
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42. sin 0=k |-і<Е<11 আকারের অমীকরণের সাধারণ 
সমাধান ৷ 

মনে কর, যে সকল কোপের সাইন, &-এর সমান তাহাদের মধ্যে 1137 <. 


wii হইলে, sin 0=k=sin <. 


or, sind—sin 4-0, or, 2 соз —5— bus sin үсе 
ог, со$ гал. біп а =0, 
Os ৪৮০ ৪14 (2৮41) z 20৮75 ৮৭0) 
[wg 41, (iti) | 
অথবা, sin 054-0, s. 25 ome) [ অঙ্গ: 0) ] 


m=0, বা, যেকোন অখণ্ড সংখ্যা। 

(1) %%%,0-(2т--1)т-«-- >” ... ... see ...)3( 

E com ES om) 

অতএব, (3) ও (4) একত্রে, O=nr+(-1)"4, п-0 বা, যে কোন 
BIS সংখ] | 

теңіз, біп б-р-віп <, এই সমীকরণের সাধারণ সমাধান হইতেছে, 

0=nz-+(— 1)?«. 
আবার যদি, совес 0= cosec < হয় তবে sin 0=sin <, 
0— nz-F(— 1)"«. 

For, যে সকল কোণের sine বা cosecant এর মান যথাক্রমে 4-44 
sine 41 cosecant এর মানের সমান তাহাদের সাধারণ মান; অর্থাৎ sin 0910 <, 
বা, соѕес 0--совес <, সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান হইতেছে, 

б=вт-Е(— 1)" 


agf (i) sin 0=1 হইলে, 9=2nrt5=(4n-+1) 5. ` 
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প্রমাণ sin ০- 190 £ To 6=ma+(-1)” y 
এখন» m জোড় হইলে মনে কর, т=2п, 


0=2пт +y 


আবার, m বিজোড় হইলে, m=2n+1, 
0-(2%71)ন- p= 2n +5. 


біп 0=1 হইলে, 0—2nz-5— (4n +13. 


(4) sind=-1 হইলে, 0—2nz-5, বা, anno 


epis sin 0= —1=sin (-3 


0— mz 4-(— 1)" -j- -(-1)"7 

17770 үч 2|ттт-(-1)";. 

যখন, т জোড়, m=2n, .. 9=2nn— 5. 

যখন, т বিজোড়, m=(2n+1), .. 0=(2n+ 1) +5 
= ne +. 


43. cos 0=k[-1<k<1] আকারের সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান। 


মনে কর, (4 সকল কোণের কোপাইন, b এর সমান তাহাদের মধ্যে ক্ষুদ্রতমটি <. 
তাহা হইলে, cos 0 =b=cos x. 


ог, cos <—с050=0, or, 2 sin 2+5 sin 0-50, 


2 
Or, sin Stt n9—-*.9 
2 2 4 
0+4 
sin ৮৯০, BI 1 
2 ЕС বাঁ, যে 
wag oe কোন অখণ্ড 
ог = - x 
шушо, 2, হুল) সংখ্যা। 
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(1) হইতে, 0-2лт-« Ut oe (3) 

(2) হইতে, 9- 27৮77 Ар A (4) 
(3) ও (4) একত্রিত করিয়া, 0--2лт--4Ү. 

теңіз, cos 0=kh=cos 4 এই সমীকরণের সাধারণ সমাধান, 


6-2пт<. 
আবার যদি sec 0=sec < হয় তবে cos 0=cos < 
0. 27732. 


edle, যে সকল কোণের cosine qj secant এর মান যথাক্রমে 4-41 cosine 
বা secant এর মানের সমান তাহাদের সাধারণ মান; অর্থাৎ cos 0 =cos < 
বা sec 9= 50 < সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান হইতেছে, 
0=2nz+<. 
wisi: (i) cos 0=1 হইলে 0=2n=, 
[ n=0 «t যে কোন অখণ্ড সংখ্যা | 1 
сов g=1=cosU, /. 0--2тт. 
(i) cos 0= —1 হইলে 9=(2n+ D. 
[ n=0 বা যেকোন অখণ্ড সংখ্যা | 1 


cos 0= — 1=С05 т, 
0=(2n+1)r. [n=O বা যে কোন অখণ্ড সংখ্যা 1 


44. tan 0=k সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান | 

মনে কর, যে সকল কোণের tangent, b এর সমান তাদের মধ্যে ক্ষুদ্র তমটি <, 
তাহ। হইলে tan 0 — b —tan <, 
sin 8. sin ৭0 


or, tan 0 —tan <=0, or, =0, 
cos0 cos< 


sin 0 cos < - cos 0 sin « _ 0 sin(0—<) _ 
š cos 0 cos < +? 6088/6089 > 
ог, sin(g—x). sec 0 sec <=0, 
sin(g—4)=0 (7. sec 0 এবং sec < এর কোনটিই 0 হইতে পারে না |] 
6-«-пт, [n=0 বা যে কোন অখণ্ড সংখ্যা 1 
ог, б=пт+*. 
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আবার xfW,cot6-cot« হয় তবে tan 06-бап <, ), 6777৭, 
4945, যে সকল কোণের tangent qj cotangent এর মান যথাক্রমে < এর 
tangent «| cotangent এর মানের সমান তাহাদের সাধারণ মান; অর্থাৎ 


tan 0= tan < ql, cot 0=cot < সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান হইতেছে, 
0—nz-F«. 


45. মনে রাখিবার সুবিধার জন্য সাধারণ মানের সুত্রগুলিকে 
একত্রে লিপিবদ্ধ করা হইল। п-0 বাঁ যে কোন ধনাত্মক i খণাত্মক 
অখণ্ড সংখ্যাঃ 

; (1) сіп 0-0 হইলে, б=т. 
sing—sinx , , 6-—nr-(-1)"«. 


өте Т” 0=(4n +1) 5. 
sin 0= -1 , , 9=(4n- 1) 5, ог, (4773) с. 


(2) cos 0=0 হইলে, 9=(2n+1) т 


cos 0--сов4,, 0—2nr-d«. 
м,» O=2n7. 
> 0=(2n+1)z. 


cos 06-1 


cos 0= - 1 
(3) tan 0=0 হইলে, 0=пт এবং cot @=0 হইলে, 0= (2n--1) т 
tan 0 —tan < হইলে, 0 =пт-+-<. 
Ba. (1) sin g=} এই সমীকরণের সম্পূর্ণ সমাধান নির্ণয় কর। 
sing-j-sin?, ১, 9-%74(-1) ইহাই Бе 


সম্পূর্ণ সমাধান | 


т . 
V2 2. 6=2ат 7. ইহাই ба সম্পূর্ণ সমাধান | 
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1 
(3) সমাধান কর : fan 0= TA 


tan б=— দে a) 


facta সমাধান, 0—n7 -5 


46. a cos O+b sin 0=c; [a, b,c 454% এবং c< Va +b] 
আকারের ব্রিকোঁণমিতিক সমীকরণের সমাধান | 


প্রদত্ত সমীকরণের উভয়পক্ষকে „азр দারা ভাগ করিয়া পাই, 


uio LEE 


a< Va tb, be Va? Eb? এবং স্পষ্টতই, 


মনে করা যাইতে পারে, = cos < 
যাই Ја? +b? 


এখন, 


এবং سس‎ VD M =sin Xe 
Јаз +ъ* 


(1) হইতে পাই, cos 0 cos 4+sin 9 sin <= 


Jr 


TE: S В মনে করা যায় | 


or, cos (0 —<)=cos В, মনে করি [ 


c< 4৫975 
0—«—2nzd- p, 


or, 0-2тт--)--«. 


Bale (i acos0--bsin 0=с এই সমীকরণের উভয় পক্ষকে a +b? 
দ্বার। ভাগ করা হইয়াছে প্রদত্ত সমীকরণের বামপক্ষের রাশিটিকে cos (0-4) আকারে 
[ বা sin (0 +<) আকারে ] প্রকাশ করিবার জন্য 1 


(ü) с> Маз +b? হইলে সমীকরণটির সমাধান নাই, যেহেতু কোন কোণের 
cosine [ 4| sine | এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে 811 
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(ii) এই আকারের সমীকরণের সমাধান উভয় পক্ষের বর্গ করিয়া কর! ঠিক নয়) 
কারণ প্রাপ্ত সমাধানে অবান্তর বীজ | Extraneous roots ] থাকিয়া যায়। প্রদত্ত 
উদাহরণ হইতে বিষয়টি পরিস্কার হইবে | 


বিবিধ উদাহরণ 
উদ]. 1 সমাধান 43: tan29+cot?9=2. [ Pat. U. 42 ] 
tan*9-Fcot*0—2, ог, tan? += 9 


or, tan*g—2 tan?0--1—0, ог, (tan*g— 1)? —0, 


ог, (ап%0-1--0, or, tan*9=1, 


T! 
tan 0= +1 =tan (7), 
0=nr +, п=0 বা যে কোন অখণ্ড সংখ্যা | 


Ww|.2. সমাধান কর: 7 біп?0--3 ০০520 =4. [А. U. 251] 
7 віп%0--3 соѕ°0=4, ог, 7 ѕіп°0--3(1 —sin20)=4, 
ог, 4sin*9=1, ог, ѕіп?0=1, 
т Š pt. ув 17822 1 
sin 0= +1 -біп (52. 2. 0б-тт-(- 1) (+) (1) 


যেখানে n=0 বা যে কোন অখণ্ড সংখ্যা | 
অথবা, 7 sin 0+3 cos?9—4, ог, 7(1—c0s*0)4-3 cos*9=4, 


ог, 4 со5%0--3, ог, cos d= 25১, 
যখন, Cos pea তখন 0—2n 5, 
Ў 50) 
এবং যখন, cos 0 = — AB cos = তখন 0— anak SF 


যেখানে n=0 বা, যে কোন অখণ্ড সংখ্যা 
অথবা, 7 sin 0 +3 cos?9—4, 
or, 7sin?g--3 cos*0 = 4(sin* 0 -- cos?0), 
Or, 3sin*g—cos?0, or, tan*9— 1, 
tang=+ y= tn (ат), ka 0=n= == зе (3) 
যেখানে n=O, 4104 কোন অখণ্ড সংখ্যা | 
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Әні: (i) সমাধান (D, (2) বা (3) আপাতদৃষ্টিতে পৃথক $ কিন্তু n এর মান 
[n—0, 451) 22,7] বসাইলে একই কোণসমূহ পাওয়া যাইবে | 

(i) উপরোক্ত উদাহরণ হইতে ইহা স্পষ্ট যে একটি ত্রিকোণমিতিক সমীকরণকে 
বিভিন্ন ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক বিশিষ্ট [ sine বা cosine বা tangent ) অমীকরণে 
রূপান্তরিত করিয়া সমাধান করা যায়? কিন্তু শেষ পর্যন্ত প্রাপ্ত ফল সর্বক্ষেত্রেই সমান 
হইবে | 


Gri. 3. সমাধান 94: cot x—tan x—2. ГС. U. 234, 37 J 


cos x Sin 22 
sin x COS х 


cot x—tan x—2, Or, 


со 9$, сіп? 
о, йе ышы 
sin x COS x 
or, cos*x—sin®x=2 sin x cos x, Ог, cos 2x=sin 2x, 


T 


or, tan 2x=1=tan = 2х=пт+фр 


Es ten R= “у, 
ог х= Tg n 0 -ЕТ; see, 


wi. 4. সমাধান কর £ с0570-5іп0-1. ІН. 9762] 

cos =sin 0=}, or, 4(1—sin*0)— 4 sin 0 —1=0, 

ог, 4 51020 4 sin 0-3=0, 

ог, 4 31059 — 6 sin 0+2 sin 0-3-0, 

ог, (2 sin 0 —3)(2 sin 6-1)-0, - sing=3, 4, =. কিন্ত, 
sin 9 এর সাংখ্য মান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে 4), অতএব sin 0-% ইহ! 
গ্রহণযোগ্য ATE 1 


sin --і-біп (2) 


6 
n T 
01 (Z1) (-2, п-0,4,(4 কোন অখণ্ড সংখ্যা | 
gw 5. সমাধান কর: tan 50 =сої 20. [ A. О. 743 } 


tan 50 =cot 20 =tan (5-20). e 50=n=+|5 20). 


7 nT 
от, 70— n5. or, Ot i n=0 q যে কোন অখণ্ড সংখ্য! | 
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Gy. 6. সমাধান কর £ sin 40=sin 0. [ B. H. U. 749] 
біп 49=sin 0, or, sin 49—sin 9=0, or, 2 cos % sin 2-0 
225) 
7. cos চি Or, sin = É 
3 
35 ১০2,410, 2-т, ог, 30--2лт, 
or, 9- (211) 7, ог, gear, 


n=0, বা যেকোন অখণ্ড সংখ্যা 1 


বিকল্প পদ্ধতি 3 sin 40=5іп 0; ১7746 =n7+( - 1)^6, п=0, বা যে 
কোন অখণ্ড সংখ্যা । এখন, п BY হইলে মনে কর n—2m, 


40-2тт-Һ0, or, б= 


990, n TIN হইলে মনে কর ॥n=24+1, 2. 40 = (2m--1)« — 6, 


or, 9=(2m-+1)5, m=0, বা, যে কোন অখণ্ড সংখা | 


উদ]. 7. সমাধান কর £ cos <--сов 3x--cos 5 --cos 7x —0. 


ГС. U. 59] 
cos x+cos 3х-Есоз 5x-+-cos 7х=0, 
ог, (cos x-+c08 74)--(сов 3x-+cos 5х)=0, 
Or, 2 cos 4x cos 342. cos 4x cos x=0, 
OF, 2 cos 4x(cos 3x+-cos x)=0, 
Or, 2 cos 4x. 2 cos 2x . cos x=0, 
PEAK, COS 4х=0......(1) ог, cos 2,9... O) 
OF, cos х--0...... (3) 
(1) হইতে, 4®=(2а-Е1)5, ^. x=(2n+1) D xe 
-04 
0), ,2x-Qn4 1g, =. же (ені) c p Cara 
1725 х= (2n +13. | অখণ্ড সংখ্যা। 


J 


1 


тэ হইলে মনে কর т=2п+1, 2. x=(8n+5) А 
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Әт. 8. সমাধান কর £ sin 50 cos 30 —sin 90 cos 70. 
LB. Н. U. '46 1 
sin 50 cos 30 —sin 90 cos 70, 
ог, 2 sin 50 сов 30= 2 sin 90 сов 70, 
or, sin 80--віп 29 —sin 160--віп 20, 
ог, sin 160- сіп 80--0, ог, 2 cos 129 sin 40 —0, 
অভএব, cos 129-0-**-*(1) or, sin 40--0-»,-(2) 


(1) হইতে, 120=(2n+1) 5, 2. 0=(2n+1) 24 n=0 বা যে 
কোন অখণ্ড 
= Meus 
(2) হইতে, 40 =n, 5 Ф-ң বা? 


511. 9. সমাধান কর : sin x4-cos х= V2. 
ГС О. 35, В.Н. U. 46 | 
sin x--cos x= 42 
উভয়পক্ষকে JI = V2 দার! ভাগ করিয়া পাই» [ প্রদত্ত সমীকরণটি sg: 
46 এর একটি বিশেষ উদাহরণ 1 
i sinet- cos х-1, 


42 


"MS AAS т 
ог, sing sin x+ cos 2 cos x=], 


Or, cos (-3)=1= о 


ог, ж=2пт+у=(8п+1) 7» n=O ব৷ যে কোন অখণ্ড лчу! 


বিকল্প পদ্ধতি ° sin x+cos х= ,/2 
উভয় পক্ষের বর্গ করিয়| পাই, (sin 44০0১ x)*=(,/2)*=2, 
ог, 301৮47০০942 біп x cos x=2, ог, 14510. 2х--2, 


or, sin 2% =1 =sin 5, e 2x=(4m+1)5. [অন্তু 45, (1)) 
or, х-(4т-1), m=0 at যে কোন অখণ্ড সংখ্যা। 


m যুগ্ম হইলে মনে কর, m—2n, ^. (8৮41) Т) "=0 বাঘে 
কোন অখণ্ড 
সংখ্যা | 
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অতএব এথমোক্ত পদ্ধতির সমাধানের সহিত মিলাইয় দেখা যাইতেছে যে এক্ষেত্রে 


একটি অতিরিক্ত বীজ, х= (8॥ 4-5) + পাওয়া যাইতেছে। এই বীজ প্রদত্ত সমীকরণে 


বসাইলে সমীকরণটি সিদ্ধ হর না) যেহেতু, 
sin (82-45) 27০০5 (845) а=зїп (27+37) со; (27 


=sin 27 ооз ইল +8)+০০5 (+7 1) 


x=(8n+5) 7 বীজটি অবান্তর #91 এই অবাস্তর বীজের উৎপত্তির 


কারণ এই যে, প্রকৃতপক্ষে বর্গ করিয়। সমাধান কালে sin x-Lcos х= 1/2 সমাধান 
না করিয়া, (sin х--соз х)#=2. এই সমীকরণটি সমাধান করা হইতেছে এবং 
(sin x+cos x)? =2 এর মধ্যে দুইটি সমীকরণ অন্তর্ভুক্ত ; біп x+cos x= NP 
এবং sin xJ-cos x= — 42 


আমলে x= (8n 4-5) Z gp Sin +005 х= — ,/2 এই সমীকরণের সমাধান | 


অতএব প্রদত্ত সমীকরণের সমাধান, х= (884-1) + 


উদ]. 10. সমাধান কর: tan х-Мап 2x+tan 3৮50. 
[ B. H. U. 46; А. U. '41, 250] 
tan x+tan 2x-rFtan 3x=0, 


Or, tan x--tan 2x+tan (x+2x)=0, 


» (tan x+tan 2x) + দি -0 
lI—tanxtan2x ° 


or, тыға СР (i LL I-us pee) 0, 
= x 
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অতএব, tan x+tan 2x20. E ose (1) 


1 
নর: E 5: bos 
o sen —tan x tan 2x 9 Q) 


(1) হইতে, tan 2x — —tan x= tan(— x) 


| S 


2х=пт-х, Or, ӛх-пту 2. X= 


(2) হইতে, 1—tan x tan 2х+\=0; ог, (ап x tan 2x=2, 


2 tan x 2) 
— n) 


or, talx —— 
; 1 -tan?x 


tan2z=1—tansxz; ог, tan x=}, 


or, 


1 1 
t =+—_=tan(+%), tan a=. 
an x 72 ап(--«), মনে কর যেখানে Яр) 
x= NTE. 


т. 11. সমাধান কর £ 4 sin 0 cos 0--1-25іп0--2 cos0,0<0<z. 


{ С. U. 50] 
4 sin 0 cos 0=1— 2 sin 942 cos 0, 

or, 4 sin 0 cos 0--2 sin 0-2 cos 0— 1=0, 
or, 2 sin 0 (2 cos 0 + 1)—1(2 cos 0--1)--0, 
ог, (2 sin 0— 1)(2 cos 0 +1)=0, 
অতএব, 2 sin 0— 1=0; or, sin [E oe (1) 
অথবা, 2 cos 0+1=0; ог, cos 0= — hee ০3৫ +. (2) 
(1) হইতে, вп0-і-біпб”, с. б=пт+(—1)" т... .- (0) 


(2) হইতে cos 0— - ঠ-০০১ = n =n 


27 
অৰ্থাৎ, 0= 2n + sw) বাঃ 0= 2n 2... + (5) 
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(3) হইতে, n=0, 1 হইলে 0 এর মান 0 হইতে = এর মধ্যে থাকিবে | 


іт 5т 
রত 
(4) হইতে, n=0 হইলে 0 এর মান প্রদত্ত সীমার মধ্যে থাকিবে | 
= 2r, 
3 
(5) হইতে 0 এর কোন মান 0 হইতে 7 এর মধ্যে পাওয়া যায় al | 
: Qe 51 
facta সমাধান, к, = = 
БҮ]. 12. sin A=sin В এবং cos А--сов В হইলে দেখাও যে হয় A=B 
- অথবা উহাদের অন্তর চারি সমকোণের যে কোন গুণিতক | [C. 0. 351 


sin A=sinB, ог, sin A—sinB=0, 


(D) 


= 
আবার, cos A=cos В, or, 2 біп D sin 22820... (2) 
(1) e (2) উভয়ই যুগপৎ সত্য বলিয়া sin А280, কারণ অপর উৎপাদকদবয় 
cos Ate এবং sin Аза উভয়ই YT হইতে পারে Al | 
sin 80ھ‎ হইতে পাই А = B nT 4, A—B=2nr 


এখন, n=0 হইলে, A=B 
এবং п 49 ভিন্ন যে কোন অখণ্ড Я: হইলে, А-В-2пт-пх2т 
=4 সমকোণের যে কোন গুণিতক | 


প্রশ্নমালা 9 
সমাধান কর :—[ 1 হইতে 29] 


1. cosó——1. 2. 3 tan2g=1, [ A. U. 561 


3. 3 ѕес20=4. 4. (ап?09=3 совес? zen 0—1. [С. 9.7391 


5. 6 cos*x+2 біп", -3. 
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6. sin?@—2 cos 0+1=0. ГА. 0. 
7. 25152279108 2x=2. [ C. U. 44; A. U. 
8. tan x+cot x=2. 9. sin 20=соѕ 30. [ A. U. 
10. tan 30--со! 0. [ A. 0. 
11. sin 26=cos 0. Kesu: 
12. 2sin2x-sin x—0. [ A. U. 
13. sin m@+sin n0—0. 
14. sin 97510. 30--віп 50 —0. [ А. 


U. 
15. sin 7x—sin 3x —sin x=0. [ Pat. 0. 
16. sing+sin 2g+sin 30-Fsin 40 —0. [ A. Ú. 
17. cos x--cos 2x--cos 3x=0. [ C. U. '41, 46; Pat. U. 
U. 
U. 


:18. cos 39- cos 50--5іп 0. [ A. 


19. cos @—sin 39=cos 20. [ A. U. 49; В.Н. 


20. cos 9x cos 7x=cos 5х cos 3x. 
21. tan (G++) tan (G-*)=4 (emus 


22. tan x+tan 2x+tan.xtan2x=1. (С. U. 741, 45, 


23. tan x--tan 2x+tan 3x= tan x tan 24 tan 3x. 


24. sinx-+cos say [ B. H. 0. 
25. sin x+ ¥3 cos х= 42. [C. U. “47; В.Н. О. '50. 
26. cos x+ 43 sin х= 42. (С: 745; 
27. sin x+ 43 cos x=1. СЯО 
28. сіп 0+2 cos 0=1. [© U: 
29. cos 2x+sin 2x=1. [ A. U. 
30. সমাধান “4: 
(i) sin 3x-+sin 2x+sin x=0, 0<х<2т [Раі U. 
(ii) cos 30--іп 20--біп 40, 0<0<т СӨ; ШЕ 
(iii) sin 0--віп 50 =sin 30, 0<0 <27 [H.S 


©. মা. গ- (২য় )—8 
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55 ] 
45 ] 
571 
48] 
53 | 
541 


61] 
36 ] 
232] 
41 ] 
39 ] 
52] 


49] 


48] 


748 | 


'52] 
65] 
54] 
331 
48 1 


44 | 
511 
651 
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31. সমাধান 94: 
(i) sin 0+ ¥3 cos 0= 42, 0<0<2т [ C. О. 381 


(i) cos 9—sin g= oy 


32. 0° হইতে 360° এর মধ্যে 0-3 যে সকল মান facra সমীকরণগুলিকে সিদ্ধ 
করে সেইগুলি ডিগ্রীতে নির্ণয় কর : 


-т<0<т [5১ U. 7525] 


G) 3(sin*0--tan*?9) 5. LH. S. 64] 
(ii) tan*0 — (1+ V3) tan 9+ J3=0. 
(iii) вес? 4.-2,/2 tan 2; | Pat. U. 42] 
33. সমাধান কর £ | 
(i) сов x+sin x=cos 2x+sin 2x, [ €. Ú. ^43] 
(ii) cos x—sin x=cos <--sin <. [ B. H. U. 381 
(14) 4 sin 40+1= V5. [ C. U.] 


А sin 4 ,cos« 
E U58 
(iv) Sin 2x cos 2x 2 5 1 


34. tan ax—tan bx=0 হইলে দেখাও যে, x এর মানগুলি একটি সমাস্তর 
প্রগতি গঠন করে। ç ГС: 0:251] 

35. সমাধান কর (সাধারণ সমাধান fata করিবার প্রয়োজন নাই ) :— 
tan x--tan E 


FEN 0:55 | 
2 cos x cos p=1 


দশাম Ses 
বিপরীত TAI অপেক্ষক 


(Inverse Circular Functions ) 


47. sin 0= x এই সম্বন্ধের অর্থ এই যে 0 এরূপ কোণ যাহার $10৩-এর মান x 
এর সমান | ওই সম্বন্ধটিকেই বিপরীতক্রমে sin“) = এইরূপ প্রভীকচিন্ছে প্রকাশ 
কর! হয় এবং পড়া হয় “নাইন ইন্ভার্স x" (sine inverse х) 41 “আর্ক সাইন x" 
(arc sine x); wars sin“) x এই প্রতীকচিহ্ছের ЧГ! এরূপ কোণ বুঝান হয় 
যাহার біпе-44 মান х. যেহেতু কোন কোণের Sine এর সাংখ্যমান 1 অপেক্ষা বৃহত্তর 
হইতে পারে 81; অভএব-_1*+1 না হইলে sinc! 4 এই প্রতীক চিহুটি 
অর্থহীন 5331 পড়ে 1 


ওইরূপে ০০5-1 x (— 1<x<1) 4141 বুঝায় এরূপ একটি কোণ যাহার cosine 
এর মান x এর সমান | tan-l x (% এর যে কোন মানের জন্য ) বুঝায় এরূপ একটি 
কোণ যাহার tangent এর মান х ; ইত্যাদি 1 স্পষ্টতই cosec-l x এবং sec-l x 
এর ক্ষেত্রে — 12 x, х>1 এবং cot! x এর ক্ষেত্রে এর যে কোন মান হইতে 
পারে। 


sing | =x] একটি ত্ৰিকোণমিতিক বা 2919 অপেক্ষক ( Trigonometric 
4| Circular Function), সেইজন্য বিপরীতক্রমে প্রকাশিত সম্বন্ধ sin”? x 
[26] কে বল! হয় বিপরীত বৃত্তীয় বা ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক ( Inverse Circular 
or Trigonometric Function ) | sin^! x, cos-1 x, tan^* x, cosec x, 


sec 1 x, cot-! x সবগুলিই বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক | 

অতএব sin ০-% এবং 6—sin-! x সমীকরণ দুইটি এই অর্থে অভিন্ন যে, 
55191 একই ফলকে বিভিন্ন আকারে প্রকাশ করে এবং উহাদের যে কোন একটি দেওয়া 
থাকিলে অপরটি সহজেই নির্ণয় করা যায়। 

Bele (1) біп! এ ব্যবহৃত -1 ঘাতের 456 জ্ঞাপক নহে; অর্থাৎ 
sinl w'e (віп z)-! এর অর্থ এক নহে । (sin i= l = 

xsl (m) т = একটি эл 

এবং 50-1 x একটি কোণ। যদিও (sin x)? sin? х এইরূপ লেখা হয়) কিন্ত 
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ঘাতের 355 —1 এর ক্ষেত্রেই কেবল ওই লিখন পদ্ধতির Thess করা হয় এবং লেখা 
হয় (sin x) 1. 

(2) sin“) একটি কোপ যেখানে x একটি সংখ্য! ; কিন্তু since একটি সংখ্যা 
যেখানে x একটি কোণ। 


48. মুখ্যমান ( Principal value ) 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলি বহুমান বিশিষ্ট অপেক্ষক ( Multiple valued 
function )| sin-1 1 এই অপেক্ষকটির বিষয়েই আলোচন! করা যাক। আমরা 
জানি যে এমন অসংখ্য কোণ আছে যাহাদের sine এর মান 1. বস্তুত 
пт+( 1)" 5 Ln=0 TT বে কোন অখণ্ড সংখ্য! ] দ্বার! প্রকাশিত সকল কোণের 
Sine এর মান 1 [ wg: 42]. সুতরাং біп”! } এর মান অসংখ্য 1. এইরূপে 
sin! x [—1«x«1] বহুমান বিশিষ্ট 1 слё রকম сов”! x, tan-! x, 
ইত্যাদি অপরাপর বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্গকগুলিও বহুমান বিশিষ্ট | 

যে কোন বিপরীত 464 অপেক্ষকের ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক বা খণাত্বক মানটিকে ও 


অপেক্ষকের মুখ্যমান বলে | যেমন, sin“! 3 এর মুখামান 6 ас tanl (-1) 


т 


এর মুখ্যমান_ু 


যদি কোন অপেক্ষকের (যেমন ০০5-1 x বা $০০-1 х) একই সাংখ্যমান কিন্ত 
বিপরীত চিহ্ন বিশিষ্ট দুইটি ক্ষুদ্রতম মান হয় তবে ক্ষুদ্রতম ধনাত্মক মানটিকেই Q 


অপেক্ষকের গুখামান ধরিতে 5241 যেমন, COST! $ এর মুখ্যমান P -37 ‚йө 
ж = wa 
cos ( 3) -сов 4-3. 


Феі: tan-1 1=135° ধরণের সমতার সম্পর্ক বিভ্রান্তির We করিতে পারে; 
কেনন৷ সম্পর্কটির বামপক্ষ বহুমানবিশিষ্ট রাশি কিন্তু দক্ষিণপক্ষের একটি মাত্র নির্দিষ্ট 
মান। মনে রাখিতে হইবে, ওই ধরণের সমতার সম্পর্ক কেবলমাত্র ইহাই প্রকাশ করে 
যে বামপক্ষের অসংখ্য মানের মধ্যে একটি মান দক্ষিণপক্ষের সমান 1 

BRAC, ছুই «| তাহার অধিক বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকের মধ্যে কোন সমতার 
সম্পর্ক থাকিলে 9% সম্পর্ক হইতে ইহাই প্রকাশ পায় যে, কোন একটি পক্ষের যে 
কোন একটি মান অপর পক্ষের কোন একটি মানের সমান | 
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49. কতিপয় সিদ্ধান্ত | 
(1) মনে কর, біп”! х--0, 5191 হইলে, sin 0= x, 
sin (sin? х) = х, অৰ্থাৎ, sin зіп x=x. 
594084, сов cos !x—x, tan tan | x=x, 
cosec cosec !x—x, sec sec !x-—x, cot cot"! х=х. 


Bale যদিও сіп”! x বহুমানবিশিষ্ট, কিন্তু sin sin x এর একটিই 


মান, x. 

| (2) মনে কর біп 0= x, তাহা হইলে біп”! x—6, 

| с. sin7 (sin 0)=0 

| অর্থাৎ, sin”! sin 0=0 

| "gat", сов”! сов 0-0, tan"! tan 0-0 ইত্যাদি i 
(3) প্রমাণ করিতে হইবে, 


d 51 Ё р | এ aAa 
sin! х=созес Че cos! x=sec™! =; tan! x—cot ! a 


মনে কর, sin 71 =, তাহ। হইলে sin Ө=х, .". cosec 9-1, 
х 


1 T 
0 =соѕес-! = অৰ্থাৎ, sin"! x-—cosec^! T 
x x 


অনুরূপে, cos-! x= sec"! 1 
2 ж 


D 
এবং ап”! x—cot^! 1 প্রমাণ করা ІЗ | 


উপরের ফলগুলি হইতে ইহাই জানা যায় যে, বামপক্ষের Cq কোন একটি মান 


দুক্ষিণপক্ষের কোন একটি মানের সমান | 
(4) ত্ৰিকোণমিতিক অর্থাৎ 464 অপেক্ষকের ক্ষেত্রে যেমন একটিকে অপরটির 


সাহায্যে প্রকাশ কর! যায় ; তেমনই বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকেরও যে কোন একটিকে 
অপর যে কোনটির সাহায্যে প্রকাশ কর যায় । যেমন, 


с05-1 x=0 হইলে COS Ө=х, .'. sinü—-cVl1-x*; 
E 
LEX ate Al 
| тайт == cot g= x 
] NSE F J 


1 
EVI- 2° 


1 
Sec 0---, cosec 0 = 
га 
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с05-1 x=sin-l+ Jl- х? =іап-! ——— 


59067. EMERE 


=cosec-1 


(5) প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
07৮৮৮ =D 
(ii) tan^! x+cot7! x=: 
ও 
2 " 
প্রমাণ 2 (i) মনে কর, sinc! x—0, তাহা হইলে, sin 0=x. 


(iii) cosec ! x--sec^! x= 


এখন, °. cos (5-0) =sin 0, 7. cos (2-2. 
cos^! х=й—8, 
sin-2 x--cos-! х-042-0-с 
উপরোক্ত অম্পর্কটির অর্থ এই যে, sinc! x এর যে কোন একটি মান 
cos"! < এর কোন একটি যানের সমষ্টি ç যেমন, біп”! 5-০০5"! 3=5 এই 
সম্পর্কের ক্ষেত্রে, sin! рер এবং, с051і- হইতে পারে; আবার, 
sin”! 3— 150^, এবং, ০০৩-২ 1— - 60° হইতে 514 I 
(i) এর 9404, (ii) е (ІП) প্রমাণ করা যায়। 
Dele বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষকগুলির সকল সম্পর্কই অপেক্ষকগুলির মুখ্য- 
মানের ক্ষেত্রে সর্বদা সত্য 1 


(6) প্রমাণ করিতে হইবে যে, 


6) tan” x-tan"!y-tan-! TY. 
1-ху 

Gi) tan"! x-tan'! y—tan! X Y. 

Ñ 1+xy 
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প্রমাণ $ মনে কর, tan-!x-«, এবং, tan! y— f, 
+ tana=x, «ж, tanp=y, 


tan a+tan 8 _ x+y. 
—tan« tan f 1-ху’ 


(i) tan (x+8)= І 


<+B=tan-1 zy 

=> 
অর্থাৎ, tan x tan iy=tan ЖУ, 
1-ху 


tan«—tanB _ x=. 


(ii) tan (8) i tan < tan в 172? 


—p=tan7! vamus 
x—B JESUS 
ау. tans уап =н 
অর্থাৎ, (80-12-7000 172 ' 
E 2; 4671 
4 , Cot-lxzccot-! y=cot-? ZPE, 
অনুরূপে প্রমাণ করা যায় যে, » ух 


(7) প্রমাণ করিতে হইবে যে, 
tan-!x--tan-!y-Ftan^)z—tan * 2২3 

1-у2-2х-ху 
প্রমাণ? যনে কর) іап-!х-4, tan-ly=B, fan z=. 
tan «=x, tan B=y, tan /- 
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tan «--tan B-Htan y —tan < tan В tan y 


এখন, tan («--84-Y) 


227507275৮2, ২ 
l—yz—-zx—-xy' 


১4047109077 б/е дее) 
l—-yz-zx-xy ° 


wis; tan-lg-tan-! y-Ftan-Iz—tan-! 2 byte хуш, 
l-yz-—zx—xy 


agi. y=z=x ধরিলে উপরোক্ত qu হইতে পাওয়া যায়, 
Зх-х2 


3 tan-}x=tan-* ; 
Ұ тезе 


1—tan g tan y —tan y tan «- (ап < tan f 
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(8) প্রমাণ করিতে হইবে, 


=: 2 -11-х: রক 

lx= 2 ৪ 1 5 1 b 
2 tan 'x-sin lix" cos lax? tan i= 
প্রমাণ 3 মনে কর, tan-ly=9, .. tan g=x. 

: 2 tan 9 
5 2 —————— . 
এখন, sin 20 TEER (ят. 30 ] 
2x " 2 
হু ° 20=sin"1 x. 
Teese МИТА т, 


a "ES 2 
অর্থাৎ, 2 tan-lx=sin-1 Та” 


l-tan?g _1— x° 


SOS ভন 2. 20--совт1 is 
অর্থাৎ, 2 (21-12-০991 1 
tan ور‎ ne 

Si = > 2. 20=tan-1 DP о 


2х 


=. 


অর্থাৎ 2tan-1,=tan-1 i 


т” 


(9) প্রমাণ করিতে হইবে, 

(ü) 510-1535510-10-510-1155/1-783-)41- xl 

(ii) cos-lx-=cos-ly=cos-l|xy=,/(1]-x*)I1- l 
প্রমাণ (i) মনে কর, sin-lz=4, 

sin «=x, এবং, cos«— JI 47. 
এবং, Siny—f, ;, sinf—y, aq, cos B= 4535. 
এখন, Sin («2-9)—sin < cos f {cos < sin В 

=x JI = ر ةر‎ JT— x, 
4-Еф-віп-і (x 1ل‎ уз ر‎ J1— x} 


অর্থাৎ, sin-1x--sin-1y=sin-1[x JI = әт Ly J/T— z] 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 
Gi) মনে কর, cos-lz=<, -. cos«—z, sin <= J1— x°. 
এবং cos-ly= В, .. COS B=y, біп B= МЛ = y*, 
এখন, cos (448) =с05 < cos 87551] < sin f 
=xyF (E 21-5); 
v. «dcos! фар (I-A NI} 
অর্থাৎ, cos-lx--cos-ly=cos-! {хр (1 x*)(1 — у") 
(10) প্রমাণ করিতে হইবে, 
(i) 2sin-!x-sin- (2x JI- x°). 
di) 2 cos"!x-—cos^! (2x* — 1). 
প্রমাণ 2 (i) মনে কর, sin-lx=0, 
sin 9=x, cos 0= /l—x*. 
এখন, sin 20=2 sin 0 cos 0—2x J1-x*; 
29=sin- (2x J1— x), 
অর্থাৎ, 2 sin-lxcsin-!(2x J/1— x°). 
(i) মনে কর, cos!x—0, 4. cos 0—x, 
এখন, cos20—2 сов30-1-2ұ%-1; . 
20=cos-1(2x2 — 1), 
অর্থাৎ, 2 cos-!x—cos-! (2x? — 1). 
Bele (9) এর wa, pox বসাইয়াও, (10) এর xa প্রমাণ করা যায় 
(11) প্রমাণ করিতে হইবে, 


(i) 3 sin lx=sin (3x — 4x?). 
(ii) 3 cos-! x —cos- ! (4x? — 3x). 


(iii) 3 tan-1x-(an-1 3€ 27. 
ES 


wats (i) মনে 94, 5107-12-62 ~. біпф-х, 

এখন, sin 30=3 біп 0-4 sin?9—3x — 4x? , 
39—sin !(3x — 4x?) ; 

অর্থাৎ, 3sin-!x—sin-1(3x—4x?). 

(ii) ও (Hi), (1) এর FCA প্রমাণ করা যায়। 
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বিবিধ-উদদাহরণ 
Bel. 1. cosec !(— /2)-এর মুখামান নির্ণয় কর। 
মনে কর, созес-1(-,/2)-0, с. ০০৪৩০ 0= – 4/2; 
; 1 A т т 
Or, ———— -- р ---- 
> Sm 72 sin ( т. R0 T 


2. Созест1 (২/2)-এর মুখ্যমান _ 1. 
2 


.2. em 2t -1 1 SUL x 32 
Sri 14 কর, ап”! 70077 4—tan Li 


ІС. U. °51, H. S. 265 ] 


ed 21.21 z 5 
2 tan-i -—tan "rwn lg = tan? iy [ s : 49, (8) ] 
213 25৮11 ы 5-1 32 
Tz*pp—tan"! — tan! = = 131371. —tan-127 
বামপক্ষ 15 tan 2 (ап Т tan 25 
উদ. 3. প্রমাণ কর, cot! DH oot 1 2+1 
22 
-Fcot^1 27150 
ie 


বামপক্ষ_ со 1у— Cot-15;--cot-1z — cot"! y--cot-!x —cot- 17-0, 


5 i 


Bal. 4. প্রমাণ কর, sin! ৫4৩77 Мт sint 


[ C. Ú. 41] 


2. tan <=, or, «—tan-! 4. 
এবং, 3101 f=, у, sin B=, 


tan p=, or, g—tan-! 5. 
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এবং, sin? 16-у, -. біпу-, 
tany=}8, ог, y=tan™ 24. 
qaa —tan-! 4+tan-} 45-Ftan^! 48 


1 4+ 16 
=tan 1 8717. tan! — 
1-3xX qb 58 
_; 63 11637 
—tan-! scot 15-4: [ ug: 49 (5) | 


4 


বিকল্প পদ্ধতি 2 faama, sin?! $—tan^! 5. 


1 


এবং, біп” 
A 1 
3 12 65 
চিত্র 22 


বামপক্ষ=tan-1 70077 уап) $$ 
=tan-1 $8--tan- " 15 


а 


—tan-! $3-Fcot^! $g 
a UP 
= 
টীকা ঃ চিত্রের সাহায্যে বিপরীত els অপেক্ষকের প্রাথিত রূপান্তর 
সহজসাধা। 
Tul. 5. প্রমাণ কর, sec? (tan! 2)--cosec*(cot-! 3)= 15. 
[ C. U. 56 ] 
মনে কর) tail 2-4, ), tan«-2. 
এবং, cot! 3-0, ,*, cot p=3. 
বামপক্ষ — sec?« --cosec*8 = 1+ tan*x+1+cot*s, 
=1444149=15. 
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1 up +1, 
উদ্দী- 6. প্রমাণ কর, cos (ап” біп сої! x= NE টি 
ЕС: 0. 253 ; A. О. 501 


মনে কর, ০০01-12-43. ), cot«—x, 


a 5 1 
তাহা হইলে, біп cot-!x—sin <= চি L = 


coseca JiFco NIT 


1 
বামপক্ষ cos tan^! > 
Міх? 
এখন মনে কর, tan-l — 2. tan BE ou 
I+ x? ETE 
তাহা, হইলে», cos tan-l l ০০৪ BEE ВЫ. 
СЕРЕ sec В /1+tan®g 
= Vet +1 
712 
1745 
cos tan-! sin cot^!x— 2701. 
У 4542 
3 sin 20 | z 
: ігі |——+t 1(1t =0. 
Ww 7. প্রমাণ কর £ tent! (533053) ttam? (y tan 0)=0 
ГС. U. 49] 
2 tan 0 6 tan 0 
3 sin 20 “ғап _ 1--tan*g 
১73 cos 29 s43. tan 5+5 tan?9+3— 3 tang 
1-rtan?9 1+tan*9 


6 tan 0 m 3 tan 
“84-2 (ап%0 4-tan g 


$= 3t 
বামপক্ষ —tan-! dxus tuni tan 9) 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক 125 


3 tan 0 + tan 9 


" 4+tan*9 4 
—tan t З tan 0 — tan 0 


Ë 4+tan*¢ 4 


12 tan 0+4 tan 0--іап20 
4(4 4-tan*0) 
ctam ' < 1694 tang —3 tan” 
40447108059) 


=tan7! tan 0-0. 


উদ, 8. cos-!x-Fcos-!y--cos !z—s হইলে দেখাও যে, 
x? y?-cz5-c42xyz-]l. ГС. 9.7411 
COS71x--cos-! y+ COS lz—7, 
or, cos-lz-Fcos-ly=z-—cos-lz, 
or, соз”ху—(1—х*(1—у°} =7 = cos !z, 


cos (т-с08712)-ху- A —х*)(1—›°) ; 


— — — EE 
ог, — С05 соѕ-12= ху 1ل‎ = x*— y^ +x*y*, 
= 2 x 

or, —z=xy— Jl =? و + ر‎ E 


ог, xybz-Jl-x*—-y*cx*y 
or, х?у*++2%+2хул=1—х*—у*+х°у°*, [ উভয় পক্ষের বর্গ করিয়! ] 
x3 yi zi 2xyz-l. 


2 tan) СЫ tan! £715 tan- (77 
উদ. 9. সমাধান #4: (ап দিনা = аҚ ). 
[ B. H. U.’57 j 
xz? --x+x°—2x+1 
А x(x— 1) т 
প্রদত্ত সমীকরণ হইতে, tan"! рр (ап (57), 
х(х- 1) 


or, tan! 2x* etl tan (—7), 
12 
PP RS 7 
1—x 
or, 2x*—8x+8=0, or, x*-4x44-0, 


о, (x-2)?=0, о, x-2. 


, ог, 2x* - x 1-7 -7%-0, 
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Ww] 10. সমাধান 93: sin} x+sin71y=3 at ex. ০০০৫) 
এবং ০০-7০-০০১০ Alpe cob (2) 
(1) (2) যোগ করিয়া, (sin! x-I-c0s712)--sin-15 —cos^1y—z, 


Tu 

Or, tsin iy- cos lys, 
in7 ly— cos 14 — 7 

Or, Sin-!y— cos = 


ог, Sin !y— (5- 5i» Ін [23 


FERES ыз T 
নু’ sin i y--cos^!y = 
Or, 2sin!y-z, or, sin-}y=7, y=sin j=l 
আবার, (1) হইতে, (75425 2. зш зу 
2 3 |) 
іші - т "s x=sin Z=. 
০790-12-7৮, S. x—sin2-g. 


facta সমাধান, х=} 
у=1 


প্রপ্নমালা 10 
1. umm fata কর £ 
(i) sin-! = ;(ii сов! сақ (iii) 227175; 


(iv) sec! 2; (v) cosec!(—2); (vi) cos! (- SS 5 


(vii) cot-!(— 1). 


2. অন্তান্ত বিপরীত TO অপেক্ষকের মাধ্যমে প্রকাশ কর £ 
(i) tanix, 
3. মান নির্ণয় কর sin (sin-} 1--сов-1 2), 


[ C. U. 35] 
প্রমাণ কর [ 4 হইতে 19]: 


1 1 
পা pi = 
4. tan gttan 1 3 


т 
ті; 


13. 


14. 


15, 


16. 


17. 


18. 
19. 


বিপরীত বৃত্তীয় অপেক্ষক ` ҮРДІ 


এ? nl DE 
2 tan-! ştan “বি ГС. 0১237, В.Н. 0.2521 
4 (০০6) 3--совес”1,/5)-т. ^ [ €. U. °39 ] 
Beran des Sie 71 
-12 -1 © গীত 255 : 
sin-! z-sin নুন গা 55 [ B. H. U. 748 ] 
1 2 1 
-1 4 ا‎ = B 
tan g tan ii 2 tan 3: [ С. 0. 750 1 
2 cot-! 5-Fcot-! 7+2 cot? 8-2. "ү © Ur 23 J] 


63 7 
65-4 
tan-! 1--tan-! 2+tan-} 3=2(tan-! 1--tan^! 3-Ftan^! 3). 


сов”! 3 созт! 12 созт Y 


1 د‎ EL т 
-1 _ `= i 713-- 
tan gan 3 sin 5 3 + 


[ВАН D52521] 


1 
т 


Ea 


ен 
+tan 8-4 
ГС. 1). ?42;752,255 | 


1 1 
ens qub aa 
tan juan টির 


tan") Тя -Ftan-! RA x —tan^!z. 
2 


ху 

[ C. 0.255] 
tan-1 a Plana DC tan t 6-4. 
ор аата EET 


[ Pat. U. 2311 
tan-!x-Fcot^? (x+1)=tan~) (17752), 
ГС, U. 58, 260] 
tan-1 +tan-! mob 2৪1 1 | 
a+b a? +ab+1 a [ C. U. 49) 


sin cosec7 cot tan"! х= x. [ B. H. U. 749 ] 
tan-1x—2 0৪0711505৩0 (tan) — tan (cot- 14)). 


[ C. U. 45 ] 
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20. tan-!x-rtan-!y--tan-!z —a হইলে দেখাও যে, 
x+y+z=xyz. [ С. U. 52 ] 


k = Á : +y_1 

21. tan-lx--tan-ly+tan-1z=2 হইলে দেখাও যে, eae 
[ Bur. U. 765 | 
22. A+B+C=7 «Ж, A=tan 12, B=tan-13 হইলে 
প্রমাণ কর, с=т. [6.0251] 


সমাধান কর | 23 হইতে 33 |: 
23. sin-lx=cos-lx. 


24. ০০614708078 3-5. [C. U. ^50 ] 
25. tan`! 2x-Ftan^! 3x= T [ A. U. 49] 
26. sint 24sin-1 Lr, [ C. U. 14 ] 
x x 
27. sin-!x-rsin^* (1— x) 2sin^! ¥1 — x°. 
Eu ixl С. 0.747, 53 
28. tan-1*— £ ша টি ( 981 
29. tan`! (x— I)--tan^! x -tan^? (871) = 071 3x. 
[ C. U. 46] 
олан! УІ 2b › 
. 1 1 C. U. 247 
30. sin ES ---біп” TEE [ ] 
1 1 2 
1 -1 -1 —tan-1 7, 
31. tan Пу an temi tan 2 
32. tan-! 1+2 tan-! tan”! 540) ta}. ІС. U. 491 
a 1 1 1 
“751 1 —tan^! --tan-!z 
33 an 24 J5 tan = tan“) s. [Pat. U. 250] 
== 1 - 2— 43 
2 3tan-! =3 (ап-і 
[sers в (INE укуду 


зао уз) ss TEETH ar 
an-! (2— 4/3) 3*8 д tan-! 1 | 
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পরা 


34. 


35. 


36. 


37. 


38. 


39. 


40. 


©. xl. গ. (25)—9 


tan 1 біпті E 2 cos! Ба 125 . [C. U. '47] 


tan~? (1 tan 2A)--tan ^! (cot A)-+tan-! (cot? a)=0. 
[ C. U. 48, 57,759 ] 


21 ( cos х-Есоз y | ы 
созі! —— — — —— =2 1 (tan 4 1 
{ Гс Bees бап”! (tan 3 x tan } у). 


[০-0-:46] 
tan-! ж tan"! yr tan-! হিঃ 
E an VZ+ = T 
যেখানে, xctytz-r. C ІС. U. 35] 
(13572 m ০১৩২ @\_ 2b 
tan (ез cos <) rian G g ০০9 2-2. 
[ C. 0. 43] 
соѕ-1 eos 12 b =0 হইলে দেখাও যে» 
х? 2ху yh 
টি 245 =sin°0. [C. U.] 


sin-1x-Fsin-!y-Fsin !z-7 হইলে দেখাও যে, 
xVi-xityVi-ytzi-zi-2xyz. 
[ C. U. 37; Pat. U. 49 ] 


একাদশ Sens] 
ত্রিভুজের ধর্ম 
( Properties of Triangles ) 


50. এই অধ্যায়ে ত্রিভুজের বাহু, কোণ, ক্ষেত্রফল, পরিব্যাসার্ঘ 
(circum-radius), অন্তর্ব্যালার্ধ (in-radius), বহির্ধ্যাগার্থ (ex-radius) গুলির 
মধ্যে সম্বন্ধ সূচক সূত্ৰাবলী eres আলোচন! করা হইবে। 

যে কোন ত্রিভুজ ABC- ছয়টি অংশ আছে? তিনটি বাহু ও তিনটি কোণ । তিনটি 
কোণ ВАС, CBA ও АСВ-с যথাক্রমে A, B `e C দ্বারা এবং উহাদের বিপরীত বাহুত্রয় 
ВС, CA 8 AB-কে যথাক্ৰমে, a, b ও c ছার! স্থচিত 941541 ত্রিভুজের ক্ষেত্রফলকে 
A [ কখনও কখনও S | এবং পরিব্যাসার্ধকে R দ্বার! FBS কর! হয়। 

51. সাইন বিধি ( Sine Rule ) | 

যে কোন ত্রিভুজ АВС তে, 

а = ы цә =з 


sin А sinB sinC 
A 


মনে কর, АВС ত্রিভুজের পরিবৃত্তের কেন্দ্র о এবং ব্যাসার্ধ R. (i) নং চিত্রে 
ABC সুক্মকোনী) (ii) নং চিত্রে ABC স্থূলকোণী, A কোণ স্থূপকোণ এবং (iii) নং চিত্রে 
- АВС সমকোণী, А কোণ সমকোণ । ' 

চিত্র (i) ও (1)-এ во যোগ করিয়া বর্ধিত কর। মনে কর বর্ধিত BO পরিবৃত্বকে 
D বিন্দুতে ছেদ করিল। CD যোগ কর। তাহা হইলে BD—2R, es চিত্রেই 
4£8০০-1 সমকোণ [ অর্ধবৃত্তস্থ কোণ বলিয়া ] | 

চিত্র (i-a, /А=/ р | একই রৃত্তাংশস্থ বলিয়া 11 


Sin A=sin D. 


ত্রিভুজের 44 Bt 
এবং Ба (ii)-৩, LAT ZD=T- [ ABDC чет DES € বলিয়া ] 
ZA=T— LD, 2. sin A=sin (7—D)-sin р. 
অতএব উভয় চিত্রেই, вор ত্রিভুজ হইতে পাই, 
sin вос= ES, 
BD 
ets _4 IR. 
অর্থাৎ, sin A ж ০৮ saa 2R 
(ii) নং চিত্রে পরিকেভ্র o, ৪০-এর উপর অবস্থিত। Wea এক্ষেত্রে 


а-2в. 
sin A—sin 90°= 1= 2574 5 оғ, — € =2R; 
а 2R sin A 
4 —2R. 
স্থৃতরাং সকলক্ষেত্রেই, EN 
এইরূপে, Ao এবং co বর্ধিত করিয়া প্রমাণ করা যায় যে, 
b 9 
CHA ২ —=2R 
BRE E এবং ne 
81853418848 
sina sing sinc 
woo NEUE ч ш Dc адаша 
% 2 ШАТЫП! ' b SINE 
b sing . 4 Sin A 
«34021, c sinc এবং алас 


অর্থাৎ ঝাহুগুলি উহাদের বিপরীত কোণের সাইনের সমান্থপাতী (the sides are 
proportional to the sines of the opposite angles. ) | 
52. কোসাইন বিধি (Cosine Rule): ত্রিভুজের কৌণগুলির 
cosine-c« উহার বাহুগুলির মাধ্যমে প্রকাশ | 
যেকোন ত্রিভুজ ABO তে, 
৪2219547409 —2bc соз А, Or, cos MICE 
2be 


ҺЫ?-с!--а%- 2са соз B, ог, cos B= ta" -b", 
2ca 


c?-a*-Fb? -2ab cos C, or, cos cla +Ь°—с°*. 
2ab 
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মনে কর, ABCA কোন ত্রিভুজ । Ба (i) এ ABC "ww 2. С 
কোণ wee! চিত্র (Ы) Авс স্থুলকোণী, с কোণ স্থুলকোণ এবং চিত্র (i):এ 
ABC সমকোণী, C কোণ সমকোণ। 


А А А 
ДХ ZA / \ 
В а р С Bata D B a c 


চিত্র (i) চিত্ৰ (ii) চিত্র (iii) 
Ња 24 
Case I. চিত্র (i) এ А হইতে Bc-q উপর AD AURA কর। মনে 
কর, CD=x ১580-54-2০ 
এখন, AB'—AD*-FBD?—AC* — CD? + BD: ; 
ог, c* —b* — x? (a х) — b? -x° +a x? _ 242) 
ог, c?—a*-Fb? – 2ax 
—a* +b? —2a.b cos c 
=a? +b?” —2ab. cos c 2. x=b соз c. 
Case П. চিত্র (i)-4 А হইতে বর্ধিত ৪০-র উপর AD ay অঙ্কন কর। মনে 
কর, CD=x, ), Вр=а+х. 
এখন, AB'—AD*?-FBD* — AC? — CD?--BD? ; 
Or, c*—b? —x?-F(a-- x)? — b? — Һа? x? -2ax. 
=a b? +2ax А ACD হইতে, 
=a*+b?+2a(—b cos c) 
—a* +b?” — 2ab. cos c. 


A ACD হইতে, б= соз c; 


тео ACD= cos (г-с) 
= —cos С 
৮52৫০ —b cos С. 
Case III. f$a (iii)-4 c=90° বলিয়া, cos c=cos 90°=0. 
এখন, АВ? —BC?-LAC?. 
ог, c*—a*-Fb*—a*-Eb* — 0=a2+b*°%— 24}. cos с; 
945 সকলক্ষেত্রেই, ০০-৫৭+৮৪ —24b cos c; 
Or, cos ডলি 
2ab 
558405 অপর দুইটি সুত্র প্রমাণ করা যায় | 
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ie a : а 
হুজি Ed DR জী SM ASS 
= біп А AP PR 2R E 
bec —a* abc 1 
এবং COS A= tan A=—. . 
à 2bc ` R ` b*°+c°—a° 


অনুরূপে, tan ৪-9%৫. зара ст Я 
1 
এবং (ап се % একটু 
53. যে কোন ত্রিভুজ АВС তে, 
a=b cos С--с соз В 
b=c cos А-ға соз С 
c—a cos B+b cos А 


মনে কর, Авс যে কোন fase! চিত্র () এ С কোণ CFI, (ii) এ 


স্থলকোণ এবং (Hi) এ সমকোণ [ ag: 52 এর চিত্র দ্রষ্টবা। ] А হইতে BC বা 
বর্ধিত B0-র উপর 74 AD অঙ্কন কর। 


Case I. (i) নং চিত্রে, a—BC-—BD-FCD- 


এখন A ABD হইতে, ক B, /. BD=c COSB. 


এবং A ACD হইতে» 95--соз с, 2. CD=b cos С. 
2, “а-с cos B+b cos С. 
Case П. চিত্র (ii) এ, а-вс-Во0- CD 


এখন A ABD হইতে, P =соз в, ©. BD=c cos В, 


D 
এবং A ACD হইতে, =; =cos ACD=cos (т— С) = - cos С, 
ср= —b cos c. 
a=c cos B+b cos C. 


Саз Ils “с 6:905 сово сов 90°=0. 


a 
এখন, নি B, or, a=c COS B=c COS B+0=c cos B+b cos c. 


স্বতরাং সকল ক্ষেত্রেই a=b cos ০7০ cos В. 
অন্তুরপে অপর সুত্র 9209 প্রমাণ করা যায়। 
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বিকল্প প্রমাণ ই 52 নং অনুচ্ছেদে প্রমাণিত সুত্র হইতে পাই, 


2 ара 4: 
с? +а? Eb » এবং cos сағалар" о. 


cosB= 
2ca 2ab 


2 —P 
b cos C+c cos B= . a tb? —с да Ctar е. 
2а} 2са 


at tb? =e +o ра" -Ь* 24° _ 
2а 2а 


অনুরূপে অন্য দুইটি rae প্রমাণ করা যায়। 


54. ত্রিভুজের বাহুগুলির দ্বার! অর্থকোণগুলির কোণানুপাভ fa 


( Trigonometrical ratios of half angles of a triangle in terms of the 


sides. ) | 
যেকোন ত্রিভুজ АВС-% 
њА /6-Бб-о . BL у 
5 হর টে 


sin с - VEE а)6- 
сов CEN /ss= 28), ০০৪ >= LEUR 


С” /s(s-c) 
соз = 855. 


AR te S bia) В. /(в-<)в-а) 
مھا‎ s(s-a) ' = 2 s(s-b) ' 


<-,/6-а)-Ь. 
E = s(s— = 


[ 5 ত্রিভুজের অর্ধ পরিসীমা, অর্থাৎ 2s=atbte. ] 


Rie 
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প্রমাণ cos A=1—2sin® F 


12 А-1- 5 _ь#-єс®—а° _ 20° —с°+а°* 
an et йй ег 2bc 2bc 


а? — (b*-Ec* = 260) а? -(b-o* 
280 - = 2bc 


_(৫+৮-০(৫-৮+০ 


290 


е (৫+৮+০-2০)(৫7৮7৫- 2b) 
2bc 


_(2s— 2c)(2s - 2b) 

2bc 
LU BO) É g ধনাত্মক "e 2. sin % 
না атая crews ধনাত্মক বর্গমূলটি 
ЛА. Ca করিনা 


B А е i 
55401 sing ও біп 5 এর d দুইটি প্রমাণ করা যায়। 


আবার, °. cos A=2 cos? 81, 


2 cos? A=1 _ 1 bitot — a" L2be bt pet - ar 
5 নু +cos A=1+ 2b: E 


(6-0) =a* _৮+০+৭)৮+০-৭) _25:2(5-9) 
2bc 2bc Бс , 


[^ atb+c=2s. ] 


21522 
= l- a), š 2 ধনাত্মক LACT বলিয়া cos 2 
cos A=, /s(s=a), ধনাত্মক। Wem ধনাত্মক vine 
3 bc গ্রহণ TÊR | 


чил cos j এবং соз 9 এর সুত্র ছুইটি প্রমাণ কর! যায়। 
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আবার, tan E ag ES. Ме = 


— GERIT) 


5(5- а) 


aT, tan 2 এবং tan © এর xa দুইটি প্রমাণ কর যায় | 


55. ত্রিভুজের ক্ষেত্রফল প্রকাশক সৃত্র। 

মনে কর, АВС যে কোন ত্রিভুজ এবং উহার ক্ষেত্রফল A দ্বারা স্থচিত করা 
হইতেছে। [52 নং অনুচ্ছেদের চিত্র caq 11 

Gi) নং চিত্রে ০ কোণ RATA, 

А =ч * উচ্চতা Bc. AD=} a .b sin с. 


` A ACD হইতে 
AD 
—=sin c 
b 
`. AD—b sin c. 
` ACD হইতে, 
(ii) নং চিত্রে ০ কোণ স্থুলকোণ, asin ACD=sin (z —c)—sin c. 
A=} ВС.Ар=1 а.Ь sin с. / 
°, AD—b sin с. 
Gii) নং с কোণ সমকোণ, 2. біп c=sin 90°=1, 
A zen—j BC . AC—] ab=1 ab sin с, ІС) sinc-1] 


অতএব সকলক্ষেত্রেই, A =} ab sin C; 

আবার, 3 ab sin ০- x a sin c. b=} c sin A. b=} bc sin A. 
.. а с H + 
2 = Mel Sin С-с sin ] 

[ sin A біп с” < 18 


এবং gab sin с= 4а. b sin ০৯৫ . c sin B— }са sin B. 
ES ВАЕ 


T <= E Si = i » 
sing sinc ۰. bsinc=c sinB ] 


. ত্রিভুজের 44 137 
অতএব A =}ab sin С=}Ьс sin А = са sin В. 


অর্থাৎ A=} (যে কোন দুইটি বাহুর গুণফল ) x উহাদের অন্তভূর্তি 
কোণের Sine. 


আবার, A = lab біп C=}ab 2 sin € cos € 


2 2 
সন JES іш 


= Vs(s—a)(s—b) s —c). 


= Vilatb-+c) . i(b-+c—a) . (са) ab —9), 
[` 25=а+ь+с] 

=} V (a-Fb4-c(b-Fc— аса b)(a b — c) 

=} J2b?c?--2c?a?-2a?b* Ca* b*- ct, 


আবার, A —3ab sin c=lab. & 20০2 

৫ БУОР УЧ [ sinc 2R ] 
-аВс 
4R 


ayia. °. £১-7 sin с=с sin А= са sin B, 
2 z 3 


sin A=24, sin в=2А, sin C- 24, 
bc ca ab 


56. ত্রিভুজের বাহুগুলির মাধ্যমে উহার কোণগুলির 5inৎ-এর প্রকাশ | 


SIS =2 sin À cos А 2-2/5-75-৭. (егі 
с 


এনে 6-24-22, 
—— 2 
aga, sin s= У%5-а)5- a 


এবং, sin с=2 ss als -b-9- 
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57. অন্য আকারে tan = cot 2 А ইত্যাদির প্রকাশ ৷ 


— SO EEE (s—b)(s—c) 
“= ыы 55-4 Егу б 
6-0-0) 
A > 
c. (s-aYs-b) 
Шо ڪي‎ 
t A= s(s—a) 5(5- а) .s(s- a) 55-4) 
= Je =b)(s—c) | - ә s(s— a) А 
(s- b Е 5(5==0) 
Sl ) cot g-56:9, 


ta 


etary, tan 8 = 505-৭) ls- a), 


এইরূপে, cot == 


58. যে কোন ত্রিভুজ АВС-се, 


us ED 
Sin B sinc 


2. b=2R sinp, c=2R sin с, 


b= A _2R sin B~ 2R Sin C cot A 
তিন টু Sinp+2Rsinc 2 


B-C 
: d 2 cos 87০ sin —— 
.8mg-sinc. A „2 2 


sin B +sin c 37 


2 sin T cos => 


ate в-с А 
tan — “сой = 
2 2 


=cot =” 
mA в-с m T 
=cot " 2) tan হিঃ [^ A+B+C 7] 


= A в-с 
—tan ^ cot ^ = = 
2 2: . tan Ë E tan ——. 


অনুরূপে অন্য দুইটি тае প্রমাণ করা যায়। 


ত্রিভুজের ধর্ম 13% 
বিবিধ উদাহরণ 
y. 1. কোন ত্রিভুজের কোণগুলির অনুপাত 2 £ 3 : 7 এবং উহার পরিব্যাসার্ধ 
10 সেমি. ; gafa বাহুগুলির দৈর্ঘ্য নির্ণয় কর। [ C. U. 65, H. S. 66]. 
মনে করি, ব্রিভুজটির কোণগুলি 2к°, Зк”, 7<° 
2K+3K+7K=180, ог, K=15. 
কোনগুলি 30°, 45°, 105° 


25448 SNC SS 
Sin A sinB sinc 


a—2R sin A=2 . 10. sin 3022.10, 3=10 সেমি, 


А à 1 
=2R sin B=2. 10. 45°=2). 100 = В 
b sin sin 45 : 72 10/2, 


০-2 sinc=2. 10. sin 10522 . 10. sin (60° 4-457) 
=2 . 10. (sin 60° cos 45%--сов 60° sin 45° ) 


রি 5৭721 
2.10. 5203-1) সেমি, 
Cy. 2. যে কোন ত্রিভুজ A৪0-তে প্রমাণ কর : 


аз sin (a—c) , b? sin (c - A) , c? sin (A-B) _ 
Ssing-Fsin С сіп e+sin A біп A+sin B 


[ B. H. U. '45, Pat. О. '43, A. U. 62] 


sin B+sin С sin B+sin С 


a? sin (B—C), (2R sin A)? sin (B —c) [ n a к) 


. 4R? sin?A sin (В —c) 4в? sin А. sin (B+C) sin (в- с) 
| sinB-sinc sin B-Fsin ০ 


А--в--с-т 
sin (в--с) 
=sin (z—A)=sinA 


` 
E] 
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_ AR? sin А (sin*?8— 517০) 


sin B+sin C ` 

. 4R? sin А (sin B +sin c)(sin в- sin c) 
sin B+sin 0 

— 4? sin A (sin B- sin С). 

Ъз sin (C—A) 
অনুরপে, 4" sin В (sin c —sin 

* নিউ নিবি Ra (sin c -sin A). 

sin z à À 

এবং (ASD) E =4Е? sin c (sin A —sin в). 


біп Asin B 
2. বামপক্ষ=4R*{Sin А (sin в- біп c)--sin в (sin С- sin А) 
+sin с (sin А- біп B), 
=4r*x0=0. 
|. 3. at+bt+ct =2c2(a2-+b*) হইলে প্রমাণ কর যে, 
c=45° or, 135°. 
প্রদত্ত AS হইতে, at +b* +c – 2c" (a^ cb?) 50 
Or, a*-Fb*-Fc* —2a?c? — 2b?c? --2a?b? =2a*b’, 


LS s 
or, (৫4৮৯-০৯-2৮ от, le Hho, 
араса а LL b дол 
ог, [imet ue ‚оар Т E or, cos*c=%3, ,' cos c= => 


7345, c=45°, ог, 135°. 
Bel. 4. কোন ত্রিভুজের 4694 setl, 2х+1 এবং x*-]1, 


ত্রিভুজটির বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর। [ C. U. 10] 
*.' ত্রিভুজের বাহু খণাত্মক হইতে পারে a | 
E1205 of; x1, 7, স্পষ্টতই £*4+%4+1>%2-1. 


এবং, 57-41-0241) = х= (5 -1)>0, 
441 ত্রিভূজটির বৃহত্তম বাহু এবং এই বাহুর বিপরীত কোণটিই 
35641 মনে করি কোণটি 0. 
cos gale —1)?+(2x+1)? — (x? 4- x 4-1)? 
2(х° – 1)(2х+1) 
те селе ay 
2(2x9-px?—2x -1) | 
9r co$0——4—cos120,  ,, g=120°. 
বৃহত্তম কোণটি 120°. 
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Gri. 5. যে কোন ত্রিভুজ ABC তে প্রমাণ কর, 
a? cos (в- c)+bš cos (с-А)--с? cos (А- B) —3abc. 
[ Pat. U. 739,51) 
বামপক্ষ = 2Ra? sin A cos (В- C)--2Rb? sin в cos (c —4) | 
“-2кс3 sin с cos (А-в) 


নিলি] 
50А SInB sinc 
—RÍa? - 2 sin (в--с) cos (B— C) --b* - 2 sin (c+ A)cos (c — А) 
+c? - 2 sin (A+B) cos (A—B)} 
(2 А+в+с=т .*, sin A=sin (340), | 
sin B—sin (c +A), sin С--5іп (A--B)] 
= Ria? (sin 28 +sin 2c) --b*(sin 2c--sin 24) -Fc*(sin 2A--sin 2в)} 
= Rja 3(2 sin B cos B+2 sin c cos C)+b*(2 sin С cos c 
+2 sin A cos A)--c*(2 sin A cos А--2 sin B cos в)) 
-а%(2в sin B cos B+2r sin с cos C)+b*(2R sin с cos c 
+2r sin A cos A)+c*(2R sin A cos A+2R sin B cos B) 
=a%(b cos B+c cos C)--b?(c cos C+ a cos A)--c*(a cos А 
+b cos B) 


=а?Ь cos B+a%c cos С--Ь?с cos C--b?a cos A--c?a cos А 


+c*b cos в. 
= ab (a cos B+b cos A)--bc(b cos ০+০ cos В)--са(а cos С 

_ +c cos A) 
= abc--bca-- cab [অনু 253], 


=3abe. 


উদ, 6. (a°+b*) sin (А- В)-(а% —b*) sin (AFB) হইলে দেখাও CH 
faye সমদ্বিবাহু 41 সমকোণী। 


4+ _sin (A+B), 


প্রদত্ত সর্ত হইতে, a*—b? sin (A—B) 
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а? sin (A--B)-Fsin (A-B) 
> b? sin (A+B)—sin (A-B) 


[যোগ ও ভাগ প্রক্রিয়ার দার! ] 


а сал bi 


біп А совв -2R' 2са  — c?-ka*-b* | 

СОД ЫШ ЬУ рс аз Беса" 
2R 2bc 

Or, a*(b°+c® -৫০)-৮৯(০৭4-৫০-৮)-0 ; 

Or, q*c?—a* - b?c?--b^ —0 ; 

Or, c*(a?— b?) - (a?--b?)(a3 — b?) 20 ; 


or, (g*—b*)c*-a*-5*)-0; 


2 
o AE 
b 


99, a^—b*—0, অথবা, ০০-_৫০-৮০-০, 
অর্থাৎ, a=b. অর্থাৎ, ০4-0-০৭, 
ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু অথবা সমকোণী | 


Bul 7. প্রমাণ কর a, b, c সমান্তর প্রগতিতে থাকিলে, 


cot ^, cot®, cot ও anaa প্রগতিতে থাকিবে। [ A. 0.260] 
9 9 
cot $ cot 5. cot 2 সমান্তর প্রগতিতে থাকিবে» 
в 72228 
যদি, cot 2-54 2-94: cot g হয়, 
s(s— Б) s(s—a) _ s(s—c) _ s(s — b) 55:57 
"অৰ্থাৎ যদি, EKE ТА ТАТТЫ [33:57] 
» »(G-U5-G-a-G-2O-G-b » 
» ;a-b-b-c g 
t аВ-а-с-а 3 $ 


2; ‚а, с ANZI প্রগতিতে 412% | 
কিন্ত, а, b, с সমান্তর প্রগতিতে আছে | 


сов 5. cot 5, cot 5 সমান্তর প্রগতিতে আছে। 


ত্রিভুজের ধর্ম AE 


Bul. 8. asc ত্রিভুজের ভূমি ৪০-র উপর D এমন একটি RAA মনে কর, 
BD=m, CD=n, ZBAD=4, /CAD—f 
6 এবং, ZADB-Ó. 


প্রমাণ করিতে হইবে যে, 


pem DENE (i) (m+n) cot 0=n cot &— m cot <. 
চিত্র 25 (ii) (ntn) cot 0= т cot c —7 cot B. 


ç প্রমাণ ঃ (i) প্রদত্ত সর্ত হইতে, Docs. 55 
в біп BAD 
এখন, AABD-তে, 825 


AD sin ABD (әң: TOURISM 


sin « біп < 


“sin fe (x F0) sin RFO) 
AD sin ACD sin (0 — B Ju 
এবং AACD(S, S5= Sin CAD sing : [` 


m sin < sin (0 — A) sin < (sin 0 cos f —cos 0 sin B) 


9=В+ 48০9] 


`° n sin(x+0)° sing sin 8 (sin < cos 0+cos < sin 6) 
_ cot 5 —cot 0 
cot 0+cot < 


[ লব ও হরকে sin < sin В sin 0 ছার। ভাগ করিয়া 1] 
“т cot 0--m cot «=n cot f —7 cot б, 
2. (m+n) cot 9—n cot 6—m cot <. 


(li) আবার, ` ZBAD-7- (0+ Z8) 
2. sin BAD=sin iz —(0-+8)}= sin (0-Ев), 
এবং, 78 ф-/СсАр--/с ১ 2сар-0- Zo, 


- Sin CAD=sin (0 —c), 
. m..BD. BD Ар SinBAD sin ACD 
` "m .CD AD CD sin ABD ` sin CAD 
_ sin (0--в) sin c 
| sinB Sin (@—c) 
_ Sin c (sin 0 cos B--cos 0 sin B) cot B-Lcot 0 
© Sin B (sin 0 cos C — cos 0 sin ০) © Cot C — Cot j 


[ লব ও হরকে sin B sin с Sin 0 «| ভাগ করিয়া, ] 
Or, m cot C —7 cot @=n cot B-n cot 0, j 


~<. (m+n) cot = т cot C—ncotp 


Әжі: ফল RB স্থিতিবিদ্ধায় বিশেষ প্রয়োজনে লাগে। 
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প্রশ্নমালা 11A 
ABC faga a=3,b=3 /3 এবং A=30° হইলে দেখাও যে, 
в=60° 4, 120°. [ C. 0. 21] 


(a--b--c)(b--c — a) = 3৮০ হইলে দেখাও যে, A= 60°. 


যে কোন ত্রিভুজ ABC-cs প্রমাণ কর L 3 হইতে 25 ] :— 


a cos 8-০-(৮+-০ sin ^. ( H. S. ] 
2 2 
(b— c) cos =a sin 8-2. 
[ Pat. U. 742, Н. S. '61 ( Comp. ) ] 
a sin (Ав) =) sin f. [ Pat. U. 40 ; B. S. 62 ] 


a sin (B — C)--b sin (c —A)+c sin (A—B)=0. 
[ B. H. U. 53, 256, H. S.61] 


a? sin (g —c) , b° sin (c - A) с? sin (А-В) 0 
sin A sin B sinc Р 


[ A. U. 63 ] 


a sin (৪-০)_% sin (c— A) _c sin(^—8) 
p= | c-a a* -b* 


a? sin (B— c)--b? sin (c— А)--с? sin (^—8)-0. 
b? sin 2с--с3 sin 28 —2bc sin А. [ A. U. 232] 
(i) a*(cos?g — cos?c) J-b?(cos?c — cos^A) 

4-с%(сов?А — cos?B) =0- 
b? 


=. gua E Lon 
£ sin 2A4-* p sin 28 +“ 5 sin 2с=0. 
а 


(ii) 


[ C, U. 212, A. U. 62] 
(b+c)cos A+ (c+ a)cos B+(a+b)cos c=a+b+c: 
bc cos A+ca cos B+ ab cos Сала ны ; 


а cos A+b cos B +c cos C=4R sin А sin B sin С. 
ГА. U. 44] 
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15. (b2—c?)cot A-- (c? = a?)cot B+ (a? — b*)cot c=0. 
[ Pat. U. 745 ] 


16. (5- а) (ап. 2-(-) tan Ë (০) tan 5. 


17. (b-c) cot $+(c—a) cot + (a=b) cot $-0. 
[ Pat. 0,44). 
18. bc cos? 842 cos? gta cos? s= 


a=} соза Š=0. 


DESC ¿osa A 2B 
19: = cos টি со5 টা 3 


20. ( b+c-a ) ( cot B+cot }=2а cot 2 
[ Pat, U. '40, A, U. 59 ] 


21. E - cos À cos 8 cos s= А. [ A. 0, 732 ] 
22. acos B cos C+b cos С cos A+c COS A cos BA. 
R 


23. a? cot A--b? cot B-Fc? cot c=4A. 
24. 4A(cot A4-cot B+cot c) 2a? +b +c. 


25. acos (B8 —C)+b cos (C— A)+c cos (^-8)- A. 


26. যদি acos? gc cos? i হয় তবে দেখাও যে ত্ৰিভুজটির বাহগুলি 


সমান্তর প্রগতিতে আছে। [ Pat. U. >41 | 
27. 'কোন ত্রিভুজ АВС-С% a^, b°, c সমান্তর প্রগতিতে থাকিলে প্রমাণ কর 

যে cot A, cot B, cot C সমাত্তর প্রগতিতে WITE | 
[ Pat. U. 247, 49, A, U. 260, 62 ] 


sin A. sin (A —B) 
sinc sin (во) হইলে দেখাও যে, a°, b", c? সমাত্তর 


28. 


প্রগতিতে আছে। [ Pat. U. 2501 


1 ike Be) 
29. 2557৮422375 হইলে দেখাও যে, C= 60. 


[ Pat. U. 246 
З. মা. 9. (33)—10 1 
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30. c=60° হইলে দেখাও যে, 2a —b=2c cos в. (В.Н. U. 49] 


31. A=60° হইলে দেখাও যে, 2а cos BS cbe. [ С. U. *58 ] 


32. cosA = 


sin B 
Fin c হইলে দেখাও যে, ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু। 


[B. H. U. 44, C. U. ^44] 
33. со 2 হইলে দেখাও যে GT সমকোণী | 


34. যদি কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের কোসাইন, কোণ দুইটির বিপরীত 
বাহুদ্য়ের সমান্থপাতী হয়, তবে দেখাও যে ত্রিভুজটি সমদ্বিবাহু। [ A. U. 421 

35. чїй কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণের কোসাইন, কোণ 5204 বিপরীত 
'বাহুদ্য়ের সহিত ব্যস্ত AREAS থাকে তবে প্রমাণ কর যে, ত্রিভুজটি সমদ্ধিবাহু বা 
সমকোণী। পি : 

59. কোন ত্রিভুজের তিনটি বাহুকে স্পর্শ করিয়া অস্কিত 469% ত্রিভুজের 
weg (In circle) বলে। 5494284 কেন্দ্র ও ব্যানার্ধকে যথাক্রমে ৷ ও R দ্বার! 
"fpe করা EX I < 


60. ত্রিভুজের বাহু ও কোণ দ্বারা উহার 
তন্তরব্যাসার্ধের প্রকাশ | 

মনে কর АВС ত্রিভুজের 781588 (9971. ও 
ব্যাসার্ধ”, | হইতে BC, СА ও AB X উপর 
যথাক্রমে ID, IE ও IF М4 অঙ্কন কর। তাহা 
হইলে 7510-16-16, Al, ВІ, СІ যোগ কর। 


(1) এখন ЛАВС = AIBC-- AICA+ AIAB 
=}.BC.1ID+}.CA.1E+}. AB. IF 
= агу} = (аЬ) 
=tr .2s=rs; 

অর্থাৎ, A=rs. 
A 


r=—. 
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(2 a=BC=BD+CD 


A IBD হইতে, = = cot 8 ; or, BD=r cot B, 
A ICD হইতে, m =cot ab or, ০০-৮ ০০৮০, 


g=BD+CD=r cot gr cot § 


Bas Cc с В 
= E 5 sin = 
cos = sin gt cos 5 5 9 


9 
BE е) 
а SIM > 
Sin তু 9 


IB LO 7 ( ЗА : А 

in (575 s _ cos = 
187 sin (+$) = іп | 90 3). 7 COS g 
z ж 2 

A TEAR [оз য়ে), „Ва С 
біп 2 sin ç sin 5 sin 5 sin নু sin 


or, 2R.2 sin ^ cos B= == 
d 2 sin P sin € 
2 9 


—2R sin A= in cos А 
| a=2R sin A 2R .2sin$ cos À. | 


Ay 4৩৬) с 
r=4R sin sin 2 sin 2: 


(3) AF= AE, BD=BF এবং CD —CE. 
7. AF+8D+CD=}(AF+BD+CD+AE+BF+CE), 
or, AF+eC=}(A3+BC+Ca)=} . 255. 


AF=s—BC=s—a, 


এখন A IAF হইতে, etan A, ), r=(s—a)tan À 
AF (-а) Dg. 
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অনুরূপে, r=(s—b) tan B E r=(s —c)tan 2. 


বে ey sts - as ys - 9... /з—а) - bs —c) 
5 5 í J s 


TEE 9 осв, FEI 0)(5=а). 


s(s—b) 
-(-д,/6-40-М, 
o ل‎ 6-9 s(s— c) 
r=(s—a) tan 2-6-» tan 5=(s—c) tan - Laa: 54] 


61. ত্রিভুজের অন্তঃকেন্দ্র হইতে শীর্ষ হিন্দুগুলির দুরত্ব feft! 


aaga | হইতে শীর্ষবিন্দুগ্তলির দুরত্ব 14, IB, IC 1 wa: 60 এর চিত্র ] 


এখন A IAF হইতে, ! (০০০9০ А, у. ЛА = соѕес А চু" 


অনুরূপে, 18=7 ০০৪০০ পু এবং 107 ০০৪০০ 5. 

62. 4546 (Ex-circle) : যে 48 ত্রিভুজের যে কোন এক বাহু এবং অপর 
দুই বাহুর বর্ধিতাংশকে স্পর্শ করে, তাহাকে 2 ত্রিভুজের 40484411 হৃতরাং কোন 
ত্রিভুজের aeq в তিনটি |^ ABC ত্রিভুজের A কোণের বিপরীত TATE কেন্দ্র ৷; ও 
ব্যাসার্ধ ri B কোণের বিপরীত «аса কেন্দ্র 12 ও ব্যাসার্থ ro এবং C কোণের 
বিপরীত «fgg ces কেন্দ্র 1৪ ও ব্যাসার্ধ ra দ্বার! সুচিত কর! হয়। 


ত্রিভুজের কোন একটি কোণের অন্তর্থিখগ্ডক এবং অপর যে কোন কোণের | 
«чет যে বিন্দুতে ছেদ করে তাহা প্রথমোক্ত কোণের বিপরীত TO CF 


হইবে এবং З কেন্দ্র হইতে ত্রিভুজের বাহুহ্দলের উপর অঙ্কিত ay Q বৃত্তের ব্যাসার্ধ 
হইবে | 
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63. ত্রিভুজের বাহু ও কোণ ছারা উহার বহির্ব্যাার্ধগুলির প্রকাশ | 
মনে কর, ABC ত্রিভুজের A কোণের বিপরীত 
484284 কেন্দ্র 1, ও ব্যাসার্ধ 71.11 হইতে ВС এবং 
বর্ধিত AC АВ-т উপর যথাক্রমে 1,0, WE ও 1) F লম্ব 
টান। তাহা হইলে, 1,D=1)E= 1, F=7). 
Ali, Bly, Cl, যোগ কর। 
(1) এখন AABC= A1,AB+ Al,ac— Al, BC 
49০17575850 .1,E—3BC . nb 
—in(ccb-a)-ir(Q2s- 2a) 


-ғ(5- a). 
А 
rm 
1 ЕН 
А 
r =A r= . 
59409, гә SSB Nicaea Ze 
(2 а=вс=вр+ор 
A 1182 হইতে, ৯১০০৫ 1180, .°, BD=r, cot IBD 
1 


2. BD=r, cot 1(180°—B)= y, tan y 
А 1100 হইতে, 52. сой 1,cp=cot 4(180°—c)=tan 2 
1 " 


cD=r, tan $ 


а=во+ср=,} (45870 9) 


sinB sin Š 

2 3 

DR uc 
COS= COS 


9 9 
„В с ৪85১0 
sin = cos Ë sin Š 
9 7০০3 g sin Я 
m B с 
cos = c 
টু 
(n sin («s 5) _ ті sin (- 2 т cos а 
B с в টি в с 
COS = cos ৯ COS 2 cos B 
DE 2 508 cos 2 cos ç 
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e ж ri соз А | aq-2RSinA 
১4০৮0 নন =2r. 2 sin А cos 5 
cos 5 COS নু 2 


Чар sin А cos B cos C- 
т. —4R sin 2 сов টিপ 2 


594007, ro— 98 2 
в 


rg =4R cos A cos 2 sin 


ro=4R cos A sin 8 cos С. 
c 
2 2 


(3) АЕ-АС--СЕ এবং AF=AB-BF, 
AE+AF=AC+CE+AB+BF 

2AE=AC--cD+AB--BD (7/7 
=b+c+(cp+BD)=b+c+a=2s 


AF=AE, CE=CD, BF=BD ] 


or, 


АЕ =5. 
| A 
71-5 tan 2” 


А АЕ হইতে, ҺЕ. tan 5. 


এখন, 
B 
UIT, 7-5 tag, 73-5 tan ç 
wane 2 EN 
অন্যভাবে, ھم‎ — Vs(s—a)(s— b)(s—c)_ NEUE b)(s— c) 
Siga 5-а 5-а 
(Bs; tan А. 
5(5- а) 2 


с 
ry a =s tan 7 


AACA, rg =s tan 8, 
64. বহিঃকেন্দ্র হইতে শীর্ষবিন্দুগুলির দুরত্ব £ 


A 1, AE হইতে Tı =sin À 
dese "ThA 3i 


A 
1,А--ті ০996০ 3 


[ "ess 63-44 ba 1 
=4р sin = cos = COS cosec = 
25 2 BF 9 


= A B с 
1,A=r, cosec ==4R cos = COS Z: 
1 1 নু R Ç 2 5 
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আবার, А BD হইতে, = =sin 1290 =sin (00-8) =cos 5 


B 

Bor, 566 নু" 

с 

18408, lC=r, sec y 


এইরূপে, 198=72 ০999০ > ləA=rə SEC e с=т. sec 2 


4 А 
এবং, 13С= уа cosec 5, 1915 500 5, 13815 sec 5. 


বিবিধ উদাহরণ 
Bul. 1. প্রমাণ কর £ ricracrs-r—4R. [ A. U.] 
বামপক্ষ = Ay А-А 
57751550885 
T রড ASE 
$-৮+755 ад. тано Ж : 
` (s—a)(s—b) s(s—c) 
atb+c—b—a с қ 
=A SEDE ТАП EGE ° 


Ж s(s—c)-F(s - aXs — b) 

St { s(s—a)(s—b)(s—c) } 

% 53 Sects —sb —sa+ab 
Ac poene \ 


5 
— abc _ fo Карс». 
373 4R. | S Aas ES ] 
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Әні. 2. প্রমাণ করাঃ а cot A-I-b cot B+c cot C=2(R+7)- 
[ Pat. U. 741, 743, С. U. '49] 


COSA, COSB, . COS C 
“sna sine “snc 


বামপক্ষ =a 


=2R(cos А--С05 B +cos ০]. Sud bt =й. - | 


-2ң(1--4 sin А sin 3 sin S, [i А+В+С=т ] 
: Lsa: 39 (2) 1 


-2(R+4R sin sin 5 sin | 


=2(R+r). 


bc —rora Ca rari 77179, 
rı T2 Үз 


Ge. 3. প্রমাণ কর £ 
SEAR A sis - a) - bs o). H 
দিতি ar LG Bc zn) s(s—a) 


(S oc voL ITEM 


= H4bc — (a--b-- c) (b--c —ay =} 4be - {(b+0)* -аЗ 
-Шаз- (৮-০%-1044+৮-0(৫-9+০) 
=1.(2s —2c)(2s — 2b) =(s — b)(s— c) 

Бс roars Зое шы bYs—c) 


тү A : 
5-а 
_3(s—a)(s—b)(s—c)_ АА, 
sA sA 5 


Cca—Tsric, ab-riro.. 
GETS =, — °= 
T2 78 


TRAM, 


Y, 


Ti T9 тв 
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উদ. 4. প্রমাণ কর 2 (৮471) tan Bl Een) tan = 


ута) tan AFB =. 2 ГА. U. 236] 
в-с |А, А), b=c cot ^ ; 
15775105৮22 =| 5 +8) b+c соға [ч 58 1 


[ .. cot ке (ча: 57)] 


-(25- а). ано уу =(b-c). ` 


GA 


অনুবূপে দেখান যায় যে, (479) tap ego as 
এবং, , (৮778) tan A =a, 


বামপক্ষ-৮-০7+05 —a-a- b=0. " 


Sa. n-rernete হইলে দেখাও যে, базеб সমকোণী। 
£১ ГАА So 


77747551892 
1 ০5 ১827 উল Set 


s-sta_s—cts—b ог ай AS REG 
5(5- а) (5—Ь)(5—©)” ' s(s—a) (555০) 


ог, 


১৯0১৬ LUE 
(5-4 (s=b)(s =o 


or, ৩(৫-৮-০)7৮০-০১ 01, 2s(a — b — c) -2bc —0, 


or, ог, s?—sb—sc-bccs^ —sa, 


от, (৫+৮+9(৫-৮-০+2৮০-0, 
or, a?-(b--o)* 2bc— 
or, ৫৪-৮০-০১০১ or, ৫9-0৪-4108, 


{ре সমকোণী। 
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Bul. 6. R=2r হইলে দেখাও ст ত্ৰিভুজটি সমবাহ ৷ [ C. U. 40] 


R-2;, ২ = ог, 5০26০ 8 Д, 
> T 


Or, s.abc=8.s(s— a) 


(5-8)-০)525-2)05 —2b)(2s — 2c) 
Or, abc—( 


5--с-а)(с--а —b)(a+b-c)=0, 
» а? +h84¢3 ~a(b*+¢*) — (сз Ta?) 


= cla? +b*)+3abc=0, 
ог, (аЗ +b сз —3abc) - 


alb? --c*)— b(c* +a") —c(a° +b?) 
+6abc=0, 

> &(৫+৮4+০)10৮- c)? --(c -а)° (а-ы 

та(53--сз 


—2bc) - b(c? +a? — 2ca) —c(a* +b? — 2ab)=0, 
9r, s{(b-c)*+(c 


=a)? (a — b)*] ~a(b—c)? -Ыс-а)з 


-০(৫-৮)-০, 
ог, Ís(b—c)° 7 a(b — c)*] --ís(c a)? —b(c— a) 


+Ís(a— b)? = c(a —b)°] =0, 


or, О E E 
444, ` a,b,c ত্রিভুজের বাহু, c. boca, ог, ус 
ог, ена Or, sq, 5-а>0 


“RNA, 5-60, ;-сь0 


এবং, (৪-০% (c a)*, (a— Ы প্রত্যেকটিই 4454 বলিয়া, 
(5-০)৮-০5, (s= b)(c—a)?, (- c)(a —b)° 

না হইলে উহাদের সমষ্টি শৃন্ঠ হইতে পারে al | 
(b —c)* =0, 
অর্থাৎ, a=b=¢ 


fazah সমবাহু | 


Bel. 7. asc ত্রিভুজের কোণি 
444154 ছেদবিন্দু ০ এবং ০৪৯০ 


-এর প্রতিটি পৃথকভাবে শূন্য 


(e—a)? «0, (a—b)°=0 


ক বিন্দুগুলি হইতে বিপরীত বাহগুলির উপর 


OB=y, OC=z. প্রমাণ কর যে, 
афр сас ГА. U. 40] 
x у z xyz 


155» 
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মনে কর, А,В,С হইতে বিপরীত বাছ যথাক্রমে BC, СА ও AB-র BIP 
suu Ар, BE e ০5-এর ছেদবিন্দু А 
O. awe আছে OA=x, ОВ-у,. Е 
oc=z. Б 
«44, AOAF হইতে, Ж 
ОА AD 
—=5 =sec 
АР ес ОАҒ DAB B D С. 
=sec (90% — ABD) = cosec ABD চিত্র 28 
OA..cosecB, or, OA=AF ০০9০০ B. I 
AF й : 222; 
AF 
কিন্ত, AAFC হইতে, CERES А, 
2. AF=AC COS А-В COS А. 
2, OA=b COS A. cosec B 
=2R'Sin B . COS A . COSEC B |І b =2R ] 
z 4 біп в 
а 
=2R COS А. 
2. ж=2в COS A. 
aya, y=2R cos B, z=2R cos C, 
а 2k Si. A tan A, b_2Rsin B tan B, 
"< x 2RCOSA у 28 COSB 
¢_2R Sin C_tanc, j: EOE br 2 ce ] 
sin A sinB sinc 


ab LC tan A--tan B+tan с 


Жауы 2 
=tana.tane.tanc [`` А-4В--С-т 
[ aa: 39 ] 
са b 0596০ 
х y 2 xy 
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প্রশ্নমালা 11B 
যে কোন ত্রিভুজ ABC তে প্রমাণ কর [ 1 হইতে 19) 


1. (i) ті ғас соі. [ A. 1.246] (ii) rr cot A. 


Pa 0) Pus —tan*^ 


ГА. U. 47,57] | 
7273 এ | 
(i) (rı —5)6,- Er) oa 
3. Trirəors= A. [ B. H. U. 243, С. U. 54 ] 
zh tt elie Wed LB. H. U. 50, 955; C. U. 43,250 ] 
(টি йү জা? 
5. rors 77371778552, [ С. U. 243, 254 ] 
6. (ri —r)(ra = riras 5) 4з; ГА. U. 762 ] 
: 1 egre 
b B. H. U.'59 A. U. ^60 
y TEVA Wem 2 [ 4 1 
8. sin А-зіп B+sin с=5. A, ГС. О. 251 ] 
R Rr 


A.B e. 
9. 4 cos соз 2 cos 54 


5 
9 в" 


10. cos A--cos B-Lcos 78 [ A. 0. 251, С. U, 59 ] 


11. a cos B сов C+5 cos c cos А-Ес Cos A cos B= а, 


12 (rı +r.) tan 9= (rs —r) cot gc. [ A. U. 53 ] 
1 1 16R ! 
43. |-—-— [i کے ےچ‎ ০ A. U. 38 
C ": -JK- male E "Қағьғоя | 
14. b И b. 
ті To rg 
45. (20 pre Tal 1 ; 
bo ez ab r 2R: ҚАП 0 
ЕТ +b + 
A dum Ea с 
rN R A? B [А 20 
17. абу, ғаға) Мут» trirs)=clrrg Frıra). ÈB. H. U. 257 ] 


TRIES rS 79777 7147 
 l+cosa I+coss | Tees: 2 


ত্রিভুজের ধর্ম . 157 


19. (ry rg) ro ғаға +r) = 4R. 


rors t rgritriro 
20. কোন fastus ক্ষেত্রফল 96 এবং বহিবৃত্তের ব্যাসার্ধগুলি 8, 12 ও 24 
দেখাও যে ত্রিভুজটির বাহুগুলি 12, 16 е 20 | ` [A. 0. °63] 
21. যদি কোন ত্ৰিভূজ АВС এর যে বহির্ভ বাহু এ-কে স্পর্শ করে তাহা 
484264 সমান হয় ; তবে প্রমাণ কর যে, 
COS A= cos 84003 С. [ €. U. 45,47] 
22. কোন fagta যদি, 3R —4r হয় তবে দেখাও যে, 
4 (cos A-+cos B +cos С)--7. 
23. কোন ত্রিভুজের একটি বহিরৃত্তের ব্যাস উহার পরিসীমার সমান হইলে দেখাও 
যে, ত্রিভুজটি সমকোণী। i СС. U. 748, 60] 


[ B. H. U. 51] 


24. (1 0 anz হইলে, দেখাও যে ত্রিভুজটি সমকোণী | 


[ C. U. 49, B. H. U. 54] 
25. SR =a +b" +c? হইলে, প্রমাণ কর cq FT সমকোণী। 
[ A. U. 53 ] 
26. কোন ত্রিভুজের শীর্ষবিন্দুগুলি হইতে বিপরীত বাহুগুলির উপর эз দৈর্ঘ্য 
рі, Day Ds হইলে, প্রমাণ কর যে, 
Basha sl ЕЕ 
Dj Po Ps Ті Та rs 
27. asc fagga পরিব্যাসার্ধ R এবং পরিকেন্্র হইতে বাহগুলির উপর. 
FATA Di. P2 рз হইলে দেখাও যে, 


а b с abc 
асырса abc N ТОТУ 245 B. Н.О. 
ру P» Ps 4р\рәрз 2755 Pun 
28. যদি TICO ক্ষেত্রফল S এবং чебич ব্যাসার্ধ Sis Sos Ss 9%. 
iet 1 1 
"i ache. elu pm нА n hine 
তবে প্রমাণ কর যে PS ASWA JS 55 [ C. U. 48] 
29. যে কোন ত্রিভুজ АВС তে প্রমাণ কর যে, 594064 ক্ষেত্রফল ও (4934 


ক্ষেত্রফলের অনুপাত সমান т: cot cot দু cot 5. [ C. U. 2311, 


দ্বাদশ sez 
কৌণান্ুপাতের তালিকা 
3 ( Trigonometrical Tables ) 
'65. 


G) Table I: সাধারণ লগ ভালিকা। এই ভালিকা ব্যবহার পদ্ধতি 
বীজগণিতে আলোচিত হইয়াছে। 

(ii) Table II s Antilogarithm তালিকা | 

(iii) Table III: (Natural sine and cosine Table. ) 


এই তালিকায় 1“এর ব্যবধানে 0° হইতে 90” opu কোণসমূহের Sine ও cosine 
এর মান দেওয়া আছে। তালিকার উপরে Natural sine ও নীচে Natural 
Cosine লেখা আছে) অর্থাৎ একই তালিকা হইতে 5179 ও совіпе-44 মান পাওয়া 
'যাইবে। Sine-caq মান উপরের বামদিক হইতে Olas করিয়া উপর হইতে নীচে এবং 
বামদিক হইতে দক্ষিণদিকে লেখা আছে । Cosine এর মান নীচের দক্ষিণদিক হইতে 
আরম্ভ করিয়া উপরের দিকে এবং দক্ষিণদিক হইতে বামদিকে লেখা আছে। এই 
তালিকা এইরপভাবে গঠিত হইয়াছে যে, যে কোন কোণের sine ও উহার পূরক কোণের 
‘cosine এর মান সমাপতিত হইয়াছে | 


তালিকার প্রধান অংশ হইতে কোণপমুহের Sine ও cosine-43 মান 104ব্যবধানে 


পাওয়া যায়। আর Mean difference অংশের সাহায্যে কোণান্গপাতের মান 1” এর 
ব্যবধানে নির্ণয় করা যায়। 


তালিকা ব্যবহার করার সময় এই বিষয়টি বিশেষভাবে মনে রাখিতে হইবে যে, 
‘কোণ 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত ক্ৰমাহ্বয়ে বৃদ্ধি পাইতে থাকিলে sine এর মান ক্রমান্বয়ে 
বৃদ্ধি পায় ; কিন্তু cosine এর মান ক্রমান্বয়ে হাস পায়। সেইজন্য কোণের পরিমাণ 
afa পাইলে Mean difference অংশ হইতে প্রাপ্তমান ৪17৩-এর ক্ষেত্রে যোগ 
করিতে হয় আর созїпе- ক্ষেত্রে বিয়োগ করিতে হয়। যেমন, 

біп 34° 20’=-56401 এবং sin 34° 227— 


756401 4--00048 = "56449. 
cos 62° 50“ 


=`45658 এবং cos 62°54' =-45658 —-00103 —-45555. 
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(iv) Table IV: Natural Tangent в Cotangent Table. 
এই তালিকার 17 এর ব্যবধানে 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত কোণসমূছের tangent ও 
cotangent-aq মান দেওয়া আছে | এই তালিকার গঠন প্রণালী স্বাভাবিক সাইন ও 
কোসাইন তালিকার 591 কোণের পরিমাণ 0° হইতে 90° পর্য্যন্ত ক্রমান্বয়ে বৃদ্ধি 
পাইলে উহার tangent-aa মান ক্রমান্বয়ে বৃদ্ধি এবং cotangent এর মান FMT 
হবার পাঁয়। әзіз tangent-aq ক্ষেত্রে অতিরিক্ত মিনিটের জন্য Mean difference 
অংশ হইতে প্রাপ্ত মান যোগ করিতে এবং cotangent-এর ক্ষেত্রে বিয়োগ করিতে 


হয়। যেমন» 
tan 20404537720 এবং tan 20^46'—:37720-4-:00199 = 37919. 


cot 44*10/— 1:02952 এবং cot 4418/—1:02952 — 00474 =1:02478. 
(у) Table V': Logarithmic sine and cosine Table. 
এই তালিকার সাহায্যে 1 «ая ব্যবধানে 0° হইতে 90° পর্যন্ত কোণ সমুহের জন্য 
L sin 0 ( Logarithmic sin 0, অর্থাৎ 10--log sin 0) এবং L cos 0 (10+ 
log cos 0) এর মান নির্ণয় কর! যায় | 
যে কোন কোণের sine এবং cosine এর 2159414 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে 
না এবং 0° হইতে 45° পর্যন্ত কোণদমূহের tangent ও cotangent এর মান 1 অপেক্ষা 
жекей! yak এ কোণসমূহের কোণান্ুপাতের লগারিদ্ম্‌ 491471 তালিকায় 
খণাত্বক মান লেখা অস্থবিধাজনক বলিয়া কোণান্থ্পাতগুলির লগ, এর সহিত সর্বদা 10 
যোগ করিয়! তালিকা প্রস্তুত কর! হইয়াছে। 
এই তালিকার গঠন ও ব্যবহার পদ্ধতি sine and cosine Table এর নায় | 
Lsin 0 এর ক্ষেত্রে Mean difference হইতে প্রাপ্ত মান যোগ করিতে এবং 
L сов 0 এর ক্ষেত্রে বিয়োগ করিতে হয়। যেমন, 
L sin 52° 35°=9:89947 4-00049 = 9:89996. 
L cos 21? 29/--9:96917--:00044--9:96873. 
(vi) Table УІ: Logarithmic Tangent and Cotangent Table. 
এই ভাপিকা হইতে 1 এর ব্যবধানে L tan 0 ও L cot 0 এর মাম পাওয়া যায় | 
তালিকার গঠন ও ব্যবহার পদ্ধতি পূর্বের তালিকার ন্যায় Mean difference অংশ 


160. উচ্চ মাধ্যমিক গণিত_ দ্বিতীয় খণ্ড 
হইতে প্রাপ্ত tangent এর ক্ষেত্রে যোগ করিতে হইবে এবং cotangent এর ক্ষেত্রে 
বিয়োগ করিতে RA l | 
66.. সমানুপাতী অংশ বিধি ( Principle of proportional parts ) :— 
কোন চলরাশির মানের অতি ক্ষুদ্র পরিবর্তনের 89 উহার অপেক্ষকের অনুরূপ 
মানের যে পরিবর্তন হয় তাহা, চলরাশিটির মানের এ পরিবর্তনের প্রায় সমান্ুপাতী | 


অতএব এই বিধি হইতে বলা যায় যে, 


(а) কোন সংখ্যার লগারিদূমের মানের পরিবর্তন @ সংখ্যার অনুরূপ FT 
পরিবর্তনের সমান্থপাতী | 


(b) কোন কোণান্ুপাতের মানের পরিবর্তন কোণের অনুরূপ মানের ক্ষুদ্র 
পরিবর্তনের HATO | 


প্রয়োজনীয় মান নির্ধারণে বিধিটির প্রয়োগ প্রদত্ত উদাহরণ হইতে স্পষ্ট হইবে | 


বিবিধ тає 
Beal. 1. প্রদত্ত আছে log 34938 —4:5432980, log 34939 =4'5433105. 


(i) মান fata কর, log 349383 (ii) সেই সংখ্যাটি নির্ণয় কর যাহার 
লগ 1 :5433055. 


(i) log 34938:3 এর অংশক অবশ্যই log 34938 এবং log 34939 «4 
54544454 447491 হইবে | 
. এখন log 34939--4:5433105 
log 34938 —4:5432980 


1 বৃদ্ধির জন্য অন্তর- :0000125 
°3 y y > = “0000125 х:3--:00000375 
log 38938-3 =4'5432980 4--00000375 


২5454330175. 


log 349:383—2:5433018. [7 দশমিক পর্য্যন্ত শুদ্ধ মান ] 
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(ü) 4:5433055 সংখ্যাটি 4:5432980 এবং 4:5433105 এর মধ্যবর্তা | 
4:5433055 যে সংখ্যার লগ তাহা অবশ্যই 34938 এবং 34939 এর 
মধ্যবতী হইবে । মনে করি সংখ্যাটি 34938--х. 
এখন 4:5433055 — 4:5432980 —-0000075 
1 বৃদ্ধির ey wu3—:0000125 E 
এবং x , > ৯ -:0000075 


=т= 


45433055 — log 34938:6 3^ P 
1:5433055 — log "349386 
West নির্ণেয় সংখ্যাটি "349386. 


উদ. 2. প্রদত্ত আছে, sin 43° 28/— "6879325, sin 43° 29’=-6881435 
মান নির্ণয় 94: sin 43° 28’ 12" এর! 


sin 43% 297--:6881435 
sin 43° 28°= 6879325 


x *6. 


1744 জন্য অন্তর-:0002110 (সংক্ষেপে 2110) 


2110%12_ 
7-60 


J, 127 এর জন্য অন্তর- 422 


sin 43° 287 12”--.6879325 --:0000422 = “6879747. 


Ф|. З. cos 48° 21’=-66458, соз 48° 20’=-66480 প্রদত্ত আছে; 
সেই কোণটি নির্ণয় কর যাহার cosine “66467. 


cos 48° 20' —:66480 মনে কর farts কোণটি 9 
. cos 48'21—:66458 | তাহা হইলে অবশ্যই 0-48 207,7 
І এর 99 অন্তঃ = 00022 এখন, cos 48° 20' —*66480 
cos 0 ='66467 
`. x” এর জন্য অন্তর-'00013. 
ge x 13-355% (প্ৰায় ) 


2. নির্ণেয় কোণটি 48° 20° 35:5. 
উ. মা. গ. (sa)—11 


162. উচ্চ মাধ্যমিক গনিত-দ্বিতীয় 49 

উদ, 4. প্রদত্ত আছে, (ап 3442—9:8403776 এবং 1-49 99 
559122699, সেই কোণটি নির্ণয় কর যাহার L tan 34° 42’=9-8406205. 

মনে কর facts কোণটি 9 ; তাহা হইলে 549% 0-34 42° x“, 


এখন, L (ап 34°42’ x= 9:8406205 
L tan 34°42 =9-8403776 


-এর wg অন্তর = "0002429 


প্রদত্ত আছে, 14-60%-এর জন্য অন্তর ='0002699 
2 60%х2429 
2699. 


Rr কোণটি 344254". 


54 (প্রায়) 


Вт. 5. প্রদত্ত আছে, L сов 39144-9:8890644, L сов 39*13/— 
9:8891676 বাহির কর L cos 39:13:40” এবং, L sec 39713/407. 


L cos 39*13/—9:8891676 


L cos 39:14/—9:8890644 /. L cos 39213740” 
1-49 99 অন্তর-*0001032 =9:8891676 — ‘0000688 
2. 40-99 জন্য অন্তর =9:8890988. 
ЕО 40 = 0000688. 


এখন L sec 39*13/40^— 10-+log sec 392137407 


=10—log cos 3913/40" 
3 —10 —(10--log cos 39*13/40" — 10) ` 
—10—L cos 39713740” -+10 
— 20 — 98890988 
—10:1109012. 


=10+log 
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esseri 12 


1. প্রদত্ত আছে log 12842--4:1086327, 
log 12843—4-1086665 ; বাহির কর (i) log 12:8427 এবং 
(i) সেই সংখ্যাটি যাহার লগ 8:1086521, 
তালিক| হইতে মান বাহির কর :— 
2. sin 45°36’ 3, cos 88০27 4. tan 24481 
5. cot 52°23’ 6, Lcos3651' 7, L ian 65°6° 
8. Lsin 757147 9, І. сої 15°577 10. L cosec 34°24’ 
11. প্রদত্ত আছে sin 32733/— 53804, sin 32:34/—-53828 ; নির্ণয় কর 
біп 32°33'447, 
12. প্রদত্ত আছে L sin 37%43:407--9:7867152, 
এবং, L sin 37°4350”=9-7867424 ; 
নির্ণয় কর L sin 3774346". ГС. U. 10] 
13. প্রদত্ত আছে L (ап 7951740 --10:7475657, 
এবং, L tan 79*51550"— 107476872 , 
সেই কোণটি নির্ণয় কর যাহার L tan = 107476532. [С U. 921 1 
14. প্রদত্ত আছে L sin 3935/—9-8042757, 
এবং L sin 39*36/— 9:8044284 ; 
নির্ণয় কর L sin 39:3525% এবং L cosec 39*3525^. 
15. 0 ধনাত্মক "50:914 হইলে প্রমাণ কর যে, 
L sin 0 +L ০05৩০ 0=L tan 64-1, cot 0 
=L sec 0+L cos 0=20. 


acma অন্যান 
ত্ৰিভুজ সমাধান ( Solution of Triangles ) 

67. একটি ত্রিভুজের ছয়টি অংশ-_তিনটি বাহু এবং তিনটি сәні এই ছয়টি 
অংশের যে কোন তিনটি (যাহাদের অন্তত: পক্ষে একটি বাহু) প্রদত্ত থাকিলে ব্রিভূজটি 
দ্বার্থহীনভাবে নির্ধারণ করা যায়। কিন্তু কেবলমাত্র তিনটি কোণ দেওয়৷ থাকিলে 
ত্রিভুজ যথাযথ ভাবে নির্ধারণ করা যায় নাঃ কেনন! এক্ষেত্রে এমন অসংখ্য সদৃশকোণী 
ত্রিভুজ হইতে পারে যাহাদের প্রত্যেকটির তিনটি কোণ প্রদত্ত তিনটি কোণের সমান। 
কোন ত্রিভুজের প্রদত্ত তিনটি অংশের সাহায্যে অজানা তিনটি অংশ নির্ণয় করিবার 
প্রক্রিয়াকে ত্রিভুজ সমাধান TT | 

ত্রিভুজ সমাধানের জন্য aro তিনটি অংশ নিয়দিখিত রূপ হইতে পারে š 
তিনটি কোণ। 
তিনটি 416 1 
দুইটি বাহু এবং অন্তর্ভূত কোণ | 
দুইটি কোণ এবং একটি বাহু। 

. দুইটি বাহু এবং উহাদের একটির বিপরীত কোণ | 

68. সাধারণ আলোচন1ঃ fasces প্রদত্ত অংশগুলির সাহায্যে faye 
সমাধান করিবার জন্য বিভিন্ন ক্ষেত্রে বিভিন্ন wa ব্যবহার করা যায়। আবার একই 
প্রশ্ন বিভিন্ন ভাবে বিভিন্ন уса প্রয়োগে সমাধান কর! যায়। যদি প্রদত্ত অংশগুলি 
ছাড়! অতিরিক্ত কোন তথ্য না দেওয়া থাকে তবে RUIS যে কোন VA নির্বাচন কর! 
যাইতে পারে । আর অতিরিক্ত তথ্য প্রদত্ত থাকিলে সেই স্বত্রটিই ব্যবহার করিতে 
হইবে যেইটি প্রদত্ত তথ্যের সঙ্গে খাপ খায় 1 

সূত্র প্রয়োগকালে এই বিষয়টি মনে রাখিতে হইবে যে, дш প্রয়োগে কোণ নির্ণয়ের 
ক্ষেত্রে sine gag ব্যবহারে দ্যর্থকতার উদ্ভব হইতে পারে । যেমন মনে কর। যাক А 


কোণ নির্ধারণ করিতে fara দেখ! গেল sin A= уә ; তাহা হইলে A=60° অথব! 


120° উভয়ই হইতে পারে। yoat অন্য তথ্য না দেওয়া থাকিলে sine тш ব্যবহার 


কর! চলে 911 (4 cosine qj tangent жа ব্যবহারের ওইরূপ কোন WFAA 
উদ্ভব হয় al | 
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বিভিন্ন তালিকা হইতে কোণের যে ata fads কর! হয় তাহা আসন্নমান (approxi- 
mate value) | এখন বিভিন্ন তালিকা হইতে প্রাপ্ত মান সমুহের মধ্যে L (90-এর 
মানই সর্বাপেক্ষা শুদ্ধ বলিয়া tan-99 үш ব্যবহারই শ্রেয়। yess ত্রিভুজ সামাধান 
কালে নিদিষ্ট প্রশ্নে অতিরিক্ত অন্য তথ্য প্রদত্ত al থাকিলে 1৪:-এর স্থৃত্রই ব্যবহার 
করিতে হইবে | 


69. প্রদত্ত তিনটি কোণ হইতে ত্রিভুজ সমাধান | 


পূর্বেই বল! হইয়াছে যে কেবলমাত্র তিনটি কোণ প্রদত্ত থাকিলে ত্রিভূজটি সঠিকভাবে 
নির্ধারণ কর! যায় না। এক্ষেত্রে সাইন বিধির সাহায্যে কেবল বাহু তিনটির অনুপাত 
নির্ণয় কর! чїч! yar এক্ষেত্রে ত্রিভূজটির কেবলমাত্র আকার (shape) নির্ধারণ 
করা যায়, আয়তন (size) নয় | 


Ww. কোন fasces কোণগুলির অনুপাত 2 £ 3 ; 7 ; উহার বাহগুলির অনুপাত 
নির্ণয় কর। 
মনে কর, fagat АВС 
এবং A=2K°, ৪- 3169, ০৯71০ 
2k+3K+7K=180, ог, K=15, Қ 
A—30*, ৪45০ c=105°. 


а b G 
т = > کک‎ তে, 
SinA sinB sinc RI হই 


a:b:c=sin A: sin B sin c—sin 30? : sin 45° š sin 105° 


IERI TER ১0 
০4582250757 42525 (4341) 


টীক1ঃ প্রদত্ত তথ্যের সহিত যদি অন্ত কোন অতিরিক্ত তথ্য, যেমন fagat 
পরিব্যাসার্! = 10 একক দেওয়া থাকে তবে বাহুগুলির পরিমাণ নির্দিষ্ট করিয়া জান 
যায়। 
সেক্ষেত্রে а= 28 sin А--10 একক | 
b=2R біп в-10/2,1 
c=2R sin С=5 ,/2(//3--1) একক | 
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1. কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 15°, 45° ও 120°; উহার বাহুগুলির agate 
নির্ণয় কর। 


2. কোন ত্রিভুজের কোণগুলির অনুপাত 1: 23 33 প্রমাণ কর যে উহার 
বাহুগুলির অনুপাত 1: 4/3 : 2. [ H. S. 60 ] 

70. প্রদত্ত তিনটি বাহু হইতে ত্রিভুজ সমাথান। 

কোন ত্রিভুজের তিনটি বাহু a,b,c প্রদত্ত থাকিলে নিয়ের সুত্রগুলির মধ্যে যে 
কোন একটির সাহায্যে А কোণটি নির্ণয় করা যায় :— 


2 2 
біп А=2А, cos a= +c" -a 
bc 


, 


2bc 
in A= /6-৮৩-৭, cos A. [slc 
sin 5 = /Ë 7 с), ex f= / ,کک‎ 
tan ^= (5-5/5-с). 
2 5(5- а) 


ইহাদের মধ্যে sin А- সুত্র ব্যবহারে To উদ্ভব হইতে পারে বলিয়া Q সূত্র 
ব্যবহার করা চলিবে না। এ সম্বন্ধে পূর্বেই আলোচন! Fal হইয়াছে। COS A-q সূত্র 
ব্যবহারে ÅT কোন অস্থবিধা নাই। কিন্তু COS Agata নির্ণয়ে লগ-এর ব্যবহার 


অস্থবিধাজনক। a,b, ০-র মান "RE হইলেই 4854 ব্যবহার কর! চলে। শেষ 
তিনটি za লগারিদৃমের প্রয়োগে গণনাকার্ধের পক্ষে সুবিধাজনক | 


RAC B কোণ এবং 180° হইতে A ও ৪-এর সমষ্টি বিয়োগ fast с কোণ নির্ণয় 
করা যায়। 


ЗИТ. 1. যে ব্রিজের বাহগুলি 5, 6, 7 তাহার বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর 


প্রদত্ত আছে log 6—-7781513, L cos 39^14/— 9:8890644. 
এবং 1“ এর জন্য অস্তর-1032. 


[ Pat. U. 738, A. U. 63, C. U. ] 
মনে কর, a=5, b=6, 


c=7. 
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যেহেতু বৃহত্তম কোণটি বৃহত্তম বাহুর বিপরীত কোণ, অতএব এখানে С কোণ নির্ণয় 
করিতে হইবে I 


e= /ss=0) _27৮7০- 
এখন COS 5 xU [s 2 9. 
2x2. [$ 
30 N 10 


s. L cosĉ=10 1672 1 Es 
5 og / £ 104-1 log 6—4 log 10 
=10+}x*7781513 —:5 = 9:5 +'38907565 
=9:88907565. 
স্পষ্টতই E কোণটি 3914 অপেক্ষা BUST 1 
মনে কর, 23914 


x" এর জন্য অন্তর =9°88907565 — 9°8890644, 
--"00001125. 


x". 00001125 1025 6065 
30700010320 ^ £ 10320 SS (প্রায়) 


5.-3014:-65" or, с-78%28/- 13", 
=78°27'47" (প্ৰায়), 
বৃহত্তম কোণটি = 7827747". 
Әжі: এখানে L cos এর মান প্রদত্ত আছে বলিয়া С কোণ নির্ণয়ে cos С 
বা cosg এর ব্যবহার করা যায় 


৫৯7৮৯- ০, 


কিন্তু cos C= 
2ab 


2x5x6 60 60 5 10 


অতএব এই чощ ব্যবহার প্রদত্ত তথ্যের সঙ্গে খাপ খায় না; কারণ log 6 এর 
মান দেওয়। আছে । log5 ai log 2 কোনটিরই মান দেওয়া নাই। 


.25436-49 61-49 12 1 2 
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উদ্দা, 2. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 7, 8, 9; উহার বাহু 8 এর বিপরীত 
কোপটি নির্ণয় কর। দেওয়া! আছে log 2--:3010300, L tan 29*12/20"— 


97474183 এবং L tan 2912/30” = 9-7474677, 
B কোণটি নির্ণয় করিতে হইবে। 


168 


মনে কর a=7,b=8, c=9, 


এখন tan Ë 7 л/6-40-Б (s টনি, b) 


xS үз Быға 


12x4 N 16? 


_ mE 
3g" 


L tan $=10-+3 log 10— log 25 
=10+°5—§ x -3010300= 10:5 —.7525750 
=9'7474250, 

স্পষ্টতই £ কোণটি 2912200 অপেক্ষা কিছু বেশী। মনে করি 
g = 29712'20"+ у^. 
87 অন্তর-9'7474250 —9-7474183='00000467, 


x" এর 
এবং প্রদত্ত মান হইতে 10” এর জন্য অন্তর = 97474677 —9-7474183 
= 0000494, 
x" _-0000067 67x10", 
107 0000494" 0, х= 4 = 1:35" (প্ৰায় ) 


B 914 
3729122135", ог, B=58°24742-7" (প্ৰায় ) 
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প্রশ্নসালা 13B 
1. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 56, 65 এবং 33 ফুট; উহার বৃহত্তম কোণটি 
নির্ণয় asi [ H. S. 762 (Comp.) 1 
2. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 7, 5 এবং 3 সেমি; উহার বৃহত্তম কোণটি 
নির্ণয় কর। ІН. S. 263 (Comp.) ] 
3. a=10, b=10 2, с=5 У2( J3--1) হইলে fagat সমাধান FF 1 
4. cata fasce a=4, b=5, c=6, B নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 
log 2=+3010300, L cos 27:53”-- 99464040 এবং 
1” এর জন্য অন্তর = "0000669. ГС. U. 241 ; Pat, U. '44 ] 
5. কোন ত্রিভুজের বাহুগুলি 2, 3, 4; বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর। দেওয়া 
আছে, log 2—:30130300, log 3—:4771213, 
L tan 52°14^= 1071108395, L tan 52*15'— 1071111004. 
[ B.H.U. 52 ] 
6. কোন fasces বাহুগুলি 7,8, 9; উহার কোণগুলি নির্ণয় 941 দেওয়া 
আছে, log 2—:3010300, L tan 245540" — 9:6505069, 
L tan 24°5’50" —9:6505634, L tan 2912/20" — 97474183, 
L tan 29%12/30”--9:7474677. [ C.U. 238, B.H.U. ›38 | 
7. কোন ত্রিভুজের বাছুগুলি 753, 375, 872; ক্ষুদ্রতম কোণটি নির্ণয় কর। 
দেওয়। আছে, log 2—:3010300, log 247 —2:3926970, 
L tan 1239/2 93516968 এবং 1’ এর 99 অন্তর = 5901. 
8. কোন биргәч বাহুগুলি 9, 10, 11; বাহু 10 এর বিপরীত কোণটি 
নির্ণয় কর। দেওয়া আছে log 2='30103, L tan 29°29’=9-7523472, 
L tan 29'30' —9:7526420. [ C. U. 43] 
9. যে ত্রিভুজের বাহুগুলি 12, 15, 16, লগ তালিকার সাহায্যে তাহার বৃহত্তম 
কোণটি নির্ণয় কর। [ С. 0.257] 
10. যে fazaa বাহুগুলি 32, 40, 66 তাহার বৃহত্তম কোণটি নির্ণয় কর। 
দেওয়া আছে, log 207 --2:3159703, log 1073 =3-0305997, 
L cot 66*18/—9:6424342, এবং 1“ এর জন্য অন্তর -:0003431, 
[ C. U. ›56, 60 1 
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71. দুইটি বাহু ও উহাদের "WS কোণ দেওয়া থাকিলে ত্রিভুজ 
সমাধান | 


মনে কর দুইটি বাহু এ এবং ৮ এবং উহাদের অস্তভূতি কোণ C দেওয়া আছে। 
fagsf সমাধান করিতে হইবে, অর্থাৎ A, B এবং ০-এর মান নির্ণয় করিতে 


হইবে | 
1. যদি a=b হয়, তবে A=B হইবে। 


হিতরাং A+B+C=180°, ог, 2A+C=180° হইলে ABB এর মান 


А hs oo Жалы у 
নির্ণয় wq যাইবে এবং ভাহা হইলে বাহু c এর মান Snc ША qug এই 
AG হইতে 41% হইবে | 


2. যদি аз হয়, তবে মণে কর ০১০. J ABB, 


তাহা হইলে, (ап — E cot 5 o: 


L tanA=8 аЬ cot C 
tan 2 10+log (Еш cot 5) 


=10-+log (а- b) - log (a-+b)-+log cot 9 


—log (a - b) — log (a+b)+L cot 5 = Ж) 


a, b'e ০-এর মান প্রদত্ত বলিয়া (i) এর দক্ষিণপক্ষের মান জ্ঞাত। wes উহা 


হইতে L tan = fag করিয়া 555 এর মান জানা যাইবে। 


оо. нгш ИБ 
SIRES °, _5—=180°- 2, a ste এর মান BIG | 


১) 


A--B 
Das = এর মান হইতে A এবং B এর মান জান! যাইবে | 


তাহ! হইলে বাহু ০ এর মান 


১৪২ | যাইবে ! 
SINC sin A A = в sinp সবত্র হইতে জান 
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উদ. 1. কোন ত্রিভূজে b=540, c—420 এবং A—52'6,8 এবং 


০ নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত আছে L tan 26:3/—9-6891430, L tan 14*20' —9:4074189, 


L tan 14*21/— 94079453, log 2--:3010300. 
[ C. U. 534, Pat. U. :50.] 


B-c b-c А 540-420 ү? 
2 bxc cot 27540442 cot 263 


on? 1 
=} cot 26°3 টি 


L tanP 7 € —10—3 log 2 — log tan 26:37 


-10-3 log 2 — (L tan 26°3^— 10) 
—20— 3 х ‘3010300 - 0 
—9'4077670 


তাহা হইলে অবশ্যই = = 14°20 
x" এর জন্য EF = 94077670 — 9:4074189 


='0003481 
এবং 1/-60% এর জন্য অন্তর —9:4079453 —9:4074189 
-- 0005264. 
” 3481 or, x=39:7” ( ena) 


, 


8--০-1420439-7” (i) 
2 


с Ао о ogy - 
এবং 82-90 -5=90°- 26 3/= 63°57 «+ (il) 
(i) ও (ii) হইতে, B= 7817397" 
এবং с-63:57- 14°2039-7” 
= 49°36/20:3”. 
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94.2. কোন fase ABC a:b—7:3 এবং c—60 ; А এবং 
В নির্ণয় কর। প্রদত্ত আছে, log 2-:3010300, log 3---4771213. 


L tan 34425 9:8403776 এবং 1-43 gg অন্তর = 2699. 


[ Pat. ঢ.140] 
মনে কর, a—TK এবং b=3x, 


А-В 4-р C 7к-3к 
tan? --9-% Ë= 
an 2 এট cot 7-7 


‚_4,/3 
TREK cot 30 ETÊ 


2. Ltan == 10--2 log 2+1 log 3. log 10 


= 10+ -6020600-++--23856065 —1 
—9:84062065, 


তাহা হইলে স্পষ্টতই, 834৭42" x! 


+. এর জন্য অন্তর 9:84062065 — 9:8403776 
= "00024305. 


“এবং প্রদত্ত আছে 145 60/-এর জন্য অন্তর = "00026990 


x" 24305 145830" |, 

„д 24305. = 145830" ,, 

60^ 26990: 9h х--- 2 (প্রায়) 
А-В 


7. 25834425 (i) 


++ (ii) 
G) (ii) হইতে, A=94° 42’ 54" 


“এবং B= 60° _ 34° 42’ 54” 25° 17’ 6". 
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প্রশ্নমালা 13C 
1. Авс faga b= V3, ০! এবং A=30° হইলে ব্রিভূজটি সমাধান কর। 
ІС. 0. °51] 
2. কোন ত্রিভুজের দুইটি বাহু 80 এবং 100 ফুট এবং উহাদের EFS 
কোণ 60%; অপর কোণগুলি নির্ণয় Fal দেওয়া আছে log 3—:47712 এবং 
L (ап 10°53'36" — 928432. [ C. U. 23, 46 ] 


3. একটি ত্রিভুজের দুইটি বাহু 3 ও 5 ফুট এবং উহাদের অন্তত কোণ 120; 
অপর কোণগুলি নির্ণয় কর। দেওয়া আছে log 4:8— 6812412, 
L tan 8°12/= 9:1586706, “এর TI єзї 8940. ( С. U. 49] 


4. একটি ত্রিভুজের দুইটি বাহু 14 ও 11 এবং অন্তর্ভুত কোণ 60°, অপর, 
aina fata কর; দেওয়া আছে, log 2—:30103, log 3—:4771213, 
L tan 11°44’=9:3174299, L tan 11°45’ --9:3180640. 
[ €. 0.244, B: লু, U. 54] 


5. কোন fag b=2°25, c—175,A-54 ; B এবং ০ নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত আছে log 2-730103, L tan 63°= 10:292834, 
L tan 13°47' =9°:389724, L tan 13°48’ = 9390270. 
[ C. U. °31, Pat. U. 741 


6. а=21, b=1l, c= 34°4230" হইলে A এবং B নির্ণয় কর ; দেওয়া 
আছে log 2="30103, L tan 72:38/45"= 10:50515. (В. Н. U. 47] 


1. “ев আছে а= 70, 5-35, с=36°52/12", log 3='4771213, 


L cot 18°26/6"' = 10'4771213 ; ASB fata কর। 
[ C. 0. ^37, Pat U. 451 
в. কোন ত্রিভুজের দুইটি বাহুর 94719 9 2? এবং অন্তত কোণ 6017; 
অপর কোণ দুইটি নির্ণয় কর। প্রদত্ত আছে log 22:30103, L tan 5754 = 
10:2025255; L tan 11°16'=9'2993126, L tan 1117--9 2999804. 


[ Pat. U. 760, A. U.'54] 
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9. বদি কোন ত্রিভুজের কোণগুলি 24194 প্রগতিতে থাকে এবং বৃহত্তম বাহু ও 


TERTA বাহু যথাক্রমে 24 ও 16 ফুট হয়, তবে তৃতীয় বাহুটি এবং কোণগুলি নির্ণয় কর। 
ДО so 9010300) Tos 71215, 1. tan 1964 


9:5394287 এবং 1-44 wg অন্তর = 4084. [ Pat. U. 249] 


72. দুইটি কোণ এবং একটি বাহু দেওয়া থাকিলে ত্রিভুজ সমাধান । 

মনে কর, (49094 যেকোন দুইটি কোণ A ও ৪ এবং যেকোন একটি aed 
দেওয়া আছে। ব্রিভুজ্জটি সমাধান করিতে হইবে, অর্থাৎ ০ কোণ এবং বাহু b ও c 
নির্ণয় করিতে হইবে | 


তৃতীয় কোণ Сс-180%-(д--в) ০ নির্ণয় করিবার পর 


а b с > 
= ge তে be c জানা যাইবে | 
sin A sinB sinc xa হই 


©]. কোন ত্রিভুজ ৫-10, A—51'3040", в--76 ; b fata কর। 
দেওয়। আছে, log 12396 = 4:0932816, log 123974.0933196. 
L sin 5130 9:8935444, L біп 51531 9:8936448 


L sin 76* —9:9869041. [ A. U. 146] 
ә, қаз ур no p-2sinB 
' sinA sing’ °° Sin A 


.'. log b=log ZSR L log a+log sin B—log sin A 


=log a+(10+log sin В) — (10-Е1ор sin А) 
=log 10--L sinB—L sin A 
=1+L sin 76 — L sin 51০31+40% 
“44, L sin 51°31 9:8936448 
এবং) L sin 51305 9:8935444 


1-64 93 অন্তর = "0001004 
Sop dO 285 » = 0001004 x 66 = 0000669, 
L sin 51°3040”— 9-89354444 70000669 = 9:8936113. 
«. log b=1 +9°9869041 — 9°8936113 = 1:0932928, 
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এখন, 105 12397--4:0933196 
«4%, log 12396--4:0932816 
1 বৃদ্ধির জন্য অস্তর = 0000350 
যে সংখ্যার লগ= 40932928 তাহা 123964-х হইবে এবং, »-এর জন্ 
অন্তর =4 0932928 — 4:0932816= "0000112 


112. 
"mE hur 22 


gest, log 12396:32— 4:0932928. 
log b= 1:0932928 =log 12:39632 
or, b=12:39632. 


প্রশ্থমাল। 13D 

1. в-45% c-10, a=200 ফুট হইলে b নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, 
log 2--:3010300, L sin 55'—9-9133645, log 1726-4=3-2371414, 
log 1726:5 = 3:2371666. ГС. U. 47, Pat. U. 40 ] 

2. A-6015, B=54°30 এবং c= 100 ফুট হইলে b নিৰ্ণয় কর। দেওয়া 
আছে log 8:9646162-:9525317, L sin 54*30/—9-9106860, 

L sin 65:15 --9:9581543. 

3. ৮510, А-45, 8-664220", a fafa কর। দেওয়| আছে, 
log 2--:3010300, log 7698622 = “8864131, L sin 66:42/--9:9630538 
এবং 1544 জন্য অন্তর =544. [ С. U. 061 

4. ৫519, в=52°28, c=93°40°, b নির্ণয় কর। men আছে 
log 19-1:2787536, L sin 52:287--9:8992727, 

L sin 33°52/=9'7460595, log 27037 —4:4319585, 


log 27038 = 4:4319746. [ Pat, U. 9361 
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73. দুইটি বাহু এবং উহাদের একটির বিপরীত কোণ отеп থাকিলে 
ত্রিভুজ সমাধান। 

মনে কর, АВС ত্রিভুজের এ ও b বাহু এবং A কোণ দেওয়া আছে। ত্রিভুজটি 
সমাধান করিতে হইবে, অর্থাৎ বাহু ০ এবং কোণ B ও C fata করিতে হইবে। 


এখন, প্রদত্ত তথ্যগুলি এরূপ হইতে পারে যে উহাদের সাহায্যে কোন faga? 
অঙ্কন সম্ভব 45,41 একটি (494 | কখনও দুইটি ত্ৰিভুজ অঙ্কন সম্ভব | 


b a В bsina 
2১৬৫ Or АУМА 
আমরা জানি, Sing dina’? 95 Sine > 


(argu অঙ্কন সম্ভব হইলে উপরোক্ত সুত্র হইতে ৪-এর সম্ভাব্য মান পাওয়া যাইবে | 
অতএব উহা হইতে C এবং বাহু ০-এর মানও পাওয়া যাইবে। এখন, а, Б, ও Ag 
বিভিন্ন মান অনুযায়ী তিন প্রকার বিভিন্ন অবস্থার উদ্ভব হইতে পারে £__ 


Case I. 8 сіп Аа, or, Pens] হইলে біп B > 1 হইবে; কিন্ত 


কোন কোণের sine, 1 অপেক্ষা বৃহত্তর হইতে পারে না বলয়! ইহা অসম্ভব । অতএব 
এক্ষেত্রে কোন ত্রিভুজ সম্ভব হইবে al | 


Case II. b sin А-а, or, psina] হইলে sin B=1 হইবে) অর্থাৎ 


B=90° হইবে। 

এক্ষেত্রে স্পষ্টতই ab [কারণ তাহা ন। হইলে sin А>1 হইয়। যায় ] | 

Wet, (i) a<b হইলে একটি নির্দিষ্ট faye পাওয়া যাইবে যেখানে B=90° 
হইবে, অর্থাৎ ауе সমকোণী হইবে 1 

(i) a=b হইলে, А=в «#41 অতএব কোন fase সম্ভব নয়, কারণ 


কোন ত্রিভুজের দুইটি কোণ 90° হইতে পারে না। 


Case ПІ. b sin А<а হইলে sin B<1 হইবে । এক্ষেত্রে в- দুইটি মান 
হইতে পারে, একটি 0° হইতে 90° এর মধ্যবর্তী এবং অপরটি 90° হইতে 1807-43 


মধ্যবর্তী [যেহেতু কোন কোণ ও উহার সম্পূরক কোণের sine সমান Ji কিন্তু ও 
দুইটি মান সর্বক্ষেত্রে গ্রহণীয় নাও হইতে পারে | 
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(i) xfü a<b হয় তবে A«B হইবে । অতএব এক্ষেত্রে ৪-এর VALAIS 
স্থলকোণ দুইটি মানই গ্রহণীয় এবং প্রদত্ত তথ্যগুপির সাহায্যে দুইটি ত্রিভুজ নির্ণয় করা 
সম্ভব। ইহাকে fase সমাধানের ক্ষেত্রে wie অবস্থা ( Ambiguous case ) 
বলে। এক্ষেত্রে A VAT এবং ৪-এর দুইটি মান পরস্পরের সম্পূরক । 

(i) a=b হইলে A=B হইবে । অতএব এক্ষেত্রে ৪-এর যে মানটি (mesta 
তাহাই গ্রংণীয় এবং একটি মাত্র fau পাওয়া যাইবে | 

(ii) а>Ь হইলে ৯৯৪ হইবে। স্বতরাং ৪-এর' যে মানটি স্থুলকোণ ভাহা 
গ্রহণীয় ял! অতএব এক্ষেত্রে wem В গ্রহণ করিতে হইবে এবং একটিমাত্র ত্রিভুজ 
পাওয়া যাইবে 1 ` 

উপরোক্ত সিদ্ধান্তগুলিকে একত্রে নিয়ে দেওয়া হইল : 

ABC ত্রিভুজের a, b এবং A নির্দিষ্ট এবং 

(1) যদি, b sin Ada হয় তবে কোন প্রিভুজ হইবে 41 | 

(2) যদি, b sin A= এবং a=b হয় তবে কোন ত্ৰিভুজ হইবে না 1 

কিন্তু যদি, b sin A= এবং a <b হয় তবে একটি মাত্র ত্রিভুজ হইবে। 

(3) বদি, b sin Aa এবং ৫৯৯৮ হয় তবে একটি মাত্র ত্রিভুজ হইবে। 

এবং যদি, b sin a<a এবং a <b হয় তবে দুইটি ত্রিভুজ হইবে 

(445 অবস্থ। )। 


যেখানে সম্ভব ৪-এর মান নির্ণয় afal c= 180 - (A+B) হইতে কোণ ০-এর 


মান এবং c= Buss on Ga! us হইতে বাহু ০-এর মান নির্ণয় কর! যায়। 


যেখানে ৪-এর দুইটি মান সম্ভব ( gids ক্ষেত্রে ) সেখানে ০ এবং с এরও দুইটি মান 
হইবে | 
74. ote অবস্থার জ্যামিতিক আলোচন! (Geometrical discussions 


of the ambiguous case) | 


মনে কর; АЗС ত্রিভুজের a, b এবং A দেওয়া আছে। যে কোন সরলরেখা АХ 
লওঁ at А বিন্দুতে ате A কোণের সমান ДХАС অংকন 44; САБ qe 
AX এর উপর CD 14 টান। তাহা হইলে, ' 
©. মা. 9. (29) —12 
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=n A, Or, CD=CA біп A—b sin A. 
c এখন C কে কেন্দ্র করিয়া ৫ ব্যাসার্ধ 
লইয়া একটি বৃত্ত অঙ্কন কর। 
|Б (1) যদি a<b sin A অর্থাৎ 


a«cD হয় তবে {еб AX কে ছেদ 

করিবে না। অতএব এক্ষেত্রে কোন 

4 5 - ত্রিভুজ পাওয়| যাইবে না। [ পাৰ্শ্বের 
চত চিত্র দেখ। ] 


(2) যদি a=b sin A অর্থাৎ 
a=CD zx, তবে WË АХ 
সরলরেখাকে D (৪) বিন্দুতে স্পর্শ а/ |b 
করিবে। অতএব এক্ষেত্রে АВС 
সমকোণী fagef? (48 সমকোণ) = 
পাওয়া যাইবে। এখানে ZA Gays жер) š 
সৃক্মকোণ ; অতএব a <b হইবে। চিত্র 30 


C 


চিত্র (ii) 


চিত্র 31 
(3) যদি a>b sin А অর্থাৎ ৫৯৯০০ হয়, তবে 18 AX সরলরেখাকে দুই 
ভিন্ন বিন্দু, মনে কর B এবং B^ বিন্দুতে ছেদ করিবে | i 
G) যদি a<b (কিন্তু a>b sina) হয়, তবে B ও B“ faar А বিন্দুর একই 
পার্থ পড়িবে। অতএব এক্ষেত্রে ACH ও ACB’ দুইটি fase? সম্ভব | ACB ত্রিভুজে 


В কোণ 091 এবং АОВ” (уге Z AB“ ZMF a<b বলিয়া А কোণ 
449% সু্মকোণ [ চিত্র G) ]। ইহাই দ্যৰ্থক ক্ষেত্ৰ ৷ 
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(ü) যদি a>b হয়, তবে B ও 8‘ {Аат A বিন্দুর বিপরীত পার্শ্বে পড়িবে 
[চিত্র (i) ]1 এখানে একমাত্র ACB fags? facts সমাধান হইবে | কারণ ACB’ 
faxe ¿CAB প্রদত্ত А কোণের সমান না হইয়া উহার সম্পূরক কোণের সমান 
হইবে 1 


(ii) যদি a=b হয় তবে B বিন্দু A বিন্দুর সহিত মিলিয়! যাইবে 1 অতএব তখন 
একমাত্র সমাধান হইবে ত্রিভুজ АСВ. 


বিবিধ উদাহরণ 


Gel 1. সম্ভব হইলে (уч সমাধান কর; প্রদত্ত আছে 
a=2, b=6, А-30. 


b sin A_6 sin 30° 
a 


-6х% 8-1 
০০2৮০ 


sin B= 


এক্ষেত্রে ত্রিভুজ হইবে না; হৃতরাং সমাধান ASA নহে। 


Әй, 2. ৫-1, b= ¥2, А-30 হইলে ত্ৰিভুজটি সমাধান কর ! 
i i 1 

আমরা জানি, sin pb sinh М2 .3= 77" 

B—45* ог, 135° তাহা হইলে С= 105° ог, 15°, 


যেহেতু এখানে a <b, অতএব দুইটি মানই গ্রহণীয় | 


-авіпс зіп 105: 4341.2 
sin A” 510307 24/2 /1 


= CE au v 6+ V2) 


_ixsin 157 /3-1,2 ,3-1 


Ee а 30821272 71 42 = /6- ২2), 
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Bul. 3. a=200 ফুট, b=250 ফুট, A=30°; B,C এবং বাহু c এর 
yaoa মান নির্ণয় কর। দেওয়া আছে, log 2—:3010300, log 6:03892 
—'1809601, L sin 38415 9.7958800 এবং L sin 8°41 =9-1789001. 


( Pat. U. 421 
amal জানি, sin B= nA 
0502810308050 1025-2-10 
200 200 300 8 18" 


L sin B=10+log 10—4 log 2—11 —4 x -3010300 
—11—1:2041200—9:7958800 = L sin 38417 
В-38417 844, в=180°— 38415 14119: 


এখন যেহেতু প্রদত্ত তথ্য হইতে দেখ! যায় যে, ৫৮ ; অতএব B q দুইটি মানই 
গ্রহণীয়। Yeas ০ র দুইটি অনুরূপ মান হইতেছে, 
с=180°— (30°--38°41^) =111°19. 
অথবা, C= 180° — (30°4-141°19)= 8°41". 


—a sin C_200. sin 8°41°_ 400 . sin ০414 


Sin A sin 30 
10--log c=log 400+ sin 8°41’ 
or, log c=2+2 log 2+L sin 87417-10 
--2--:6020600--9:1789001- 10 
—1:7809601—1og 60:3892 
Bins: hoe 603892 = "7809601. | 
c—60:3892 ফুট І 


Bel 4. a, b, A প্রদত্ত থাকিলে এবং ats ক্ষেত্রে c এর দুইটি মান су ও Co 
হইলে প্রমাণ FAG, ০৯7০2820105 cos 2A — 4a? costa, 


[ B. Н. U. 735, Pat, U. 511 
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b?-Fc*—a* 
2bc 


ог, с? – 2) cos A . c-Fb* —a* =0, 


আমর! জানি, cos A= 2be cos A—b?-F-c? —a? 
ইহা ০-এর একটি দ্বিঘাত সমীকরণ ; মনে কর ইহার MFA ci, со 
су Fco =2b cos А এবং, ০1০০-৮১-৫১ 
এখন, (MP E 20,05 COS 2A 
— (c3 Fcə)° — 20502 – 20109 COS 2A 
= (су сз) — 2c, c, (1 + cos 2А) 


— 4b? cos?4 — 2(b? — a?) 2 cos*A— 4a? cos?A, 


ganal 13E 
1. а-100, b—100,2, a=30°; ত্ৰিভুজটি সমাধান কর। 
ГА. U. 2521 
2. а-5, b=7 এবং A= 30° হইলে B- «3 মান ডিগ্রী ও মিনিটে নির্ণয় কর। 
প্রদত্ত আছে sin 44°=-6947, біп 45*—-7071. [ C. U. 291 


3. কোন ত্রিভুজ АВС-2% a—5, 5-4, А-45%; অবশিষ্ট কোণগুলি নির্ণয় 
কর। দেওয়া আছে, log 2—:3010300, 1. sin 34°26’=9-7523919, 
L sin 34°27°=9-7525761. [ A. U. 56 ] 


4. а=30, b=300 হইলে A-s এমন মান নির্ণয় কর যাহাতে B= 90° হইতে 
পারে। awe আছে, L sin 54442 8:9995595, 1-এর জন্য অন্তর =`0012565. 
[ Pat. U. 461 


5. a=573, b=394 এবং, A=1124, অবশিষ্ট কোণগুলি নির্ণয় 

কর। š 
দেওয়া আছে, log 5.73-*7581546, log 3'94= "5954962, 

L сов 22°4 = 9۰9669614, L віп-39%357--9:8042757, 

L біп 39*36/— 98044284. [ А. U. 39] 
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6. а=5 ফুট, b=8 ফুট, А-35%; বাহু ০-এর "pues মানটি নির্ণয় 
БЕН 


দেওয়া আছে, log 2--:30103,. log 456706 =5-659637, 
L sin 35°=9-758591, L sin 3173543" — 9-719261, 
L sin 66°36’=9-962727, L sin 66*35/— 9-962672. 
[ A. U. 13] 
7. যদি এ, ৮ এবং А প্রদত্ত থাকে এবং দ্যর্থকক্ষেত্রে এর দুইটি মান сі ও сә 
হয়, তবে প্রমাণ কর যে, су —cə=2a cos B, [০1৯০০ এবং ৪-এর TITRA 


মান B; ধরিয়া 1 ] [ B. H. U. 728] 
8. a, b, A-এর মান প্রদত্ত থাকিলে এবং দ্যর্থক ক্ষেত্র হইলে প্রমাণ কর যে, 
c এর দুইটি মানের অন্তর হইতেছে 2,5-5 sin?A. [ A. U. 521 


9. ত্রিভুজ সমাধানের qe ক্ষেত্রে a,b এবং A প্রদত্ত থাকিলে এবং ০-এর 
দুইটি মান сі ও co হইলে প্রমাণ কর যে, 
cos 1 — Cs — b sin A 
a 
10. 44% ক্ষেত্রে প্রমাণ কর যে ০-এর 980 মান, 
(atb)? , (b-a)? _ 2а° 


২, 3 করে। 
l+cosc 1-cosc sina সমীকরণটিকে সিদ্ধ 


( A. 0. ^41] 


[B. H. U. 42] 


চতুৰ্দশ অন্যাক্স 
ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 


( Graphs of Trigonometric Functions ) 


75. ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের পরিবর্তন ( Changes in Trigono- 
metric Functions )2 

কোণের মানের পরিবর্তন হইলে উহার RT ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের মানের 
পরিবর্তন হয় । কোণের মান 0° হইতে 360° পর্যন্ত ক্রমশঃ বৃদ্ধি পাইলে উহার কোণান্ু- 
পাতগুলির মানের কিরূপ পরিবর্তন হয় তাহা আলোচনা করাই যথেষ্ট 1 কারণ IY 
যে কোন কোণের ক্ষেত্রে অস্তিম বাহুর এমন কোন 464 অবস্থান হইবে ন! যাহা 
ওই আলোচনার অন্তর্ভুক্ত নয়; স্বতরাং নূতন কোন কোণান্থপাতের মানও পাওয়া 
যাইবে না। 

76. 0 কোণের sine ও cosine এর মানের পরিবর্তন | 

মনে কর, 0 আদর্শ অবস্থানে (Standard position) আছে। উৎপাদক 


ба 32 
রেখ। (generating line) ор উহার প্রাথমিক অবস্থান ОХ হইতে ঘড়ির কাটার 
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বিপরীত দিকে পুর! এক পাক A পুনরায় ох অবস্থানে আসিলে কোণের পরিমাণ 
360° হইবে 1 যেহেতু কোণের পরিমাণ উৎপাদক রেখার দৈর্ঘ্যের উপর নির্ভর করে না, 
অতএব কোণান্ুপাত সম্বন্ধে আলোচনার ক্ষেত্রে ОР একক দৈর্ঘ্যের ধরা যাইতে পারে। 
এখন O কে কেন্দ্র করিয়া ০৮২] ব্যাসার্ধ লইয়া একটি বৃত্ত aie করিলে 0-4 মান 
যেমন 0° হইতে 360° পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইতে থাকিবে, P বিন্দুও তেমন এ বৃত্তের পরিধির 
উপর দিয়! ঘড়ির কাটার বিপরীত দিকে অগ্রসর হইবে | ০৮-র যে কোন অবস্থানে, 
অর্থাৎ 0-4 যে কোন মানের জন্য, 


a= কোটি _ -У-у 
রাড m в 
রোডিয়াস ভেক্টর ভুজ е কোটির যথাযথ 
qq со бы ch ভিজ a OD চিহ্ন সহ। 


x 
রেডিয়াস ভেক্টর 1 


0% হইতে 90° পর্যন্ত « ও y উভয়ই ধনাত্মক | 0-4 মান ক্রমশঃ 0° হইতে 90° 
পর্যন্ত বন্ধিত হইতে থাকিলে P ক্রমশঃ A হইতে B এর দিকে পরিধির উপর দিয়! অগ্রসর 
হয়) p এর মান ক্রমশঃ 0 হইতে 1 পর্যন্ত বর্ধিত হয় এবং x এর মান ক্রমশঃ 1 হইতে 
0 পর্যন্ত হাস পায়। অতএব sin 0 ক্রমাগত 0 হইতে 1 পর্যন্ত afa পায় এবং cos 0 
ক্রমাগত 1 হইতে 0 পর্যন্ত হাস পায়। 


0-4 মান আরও বৃদ্ধি পাইলে P fax B হইতে ক্রমশঃ А-4 দিকে অগ্রসর হয়। 
90° হইতে 180° পর্যন্ত 0-4 মানের জন্য х 444% কিন্তু y айе! 04 মান 
যত 90° হইতে 180° পর্যন্ত ক্রমশ: বর্ধিত হইতে থাকে তত y অর্থাৎ біп 0, 
1 হইতে ক্রমশঃ 0 পর্যন্ত হাস ata এবং x অর্থাৎ cos 0 ক্রমশঃ 0 হইতে — 1 *fg 
হাস পায় । 


180° হইতে 270” পৰ্যন্ত х у উভয় বণাত্ক। 0-4 মান ক্রমাগত 180° 
হইতে 270° 84% বর্ধিত হইলে P বিন্দু পরিধির উপর দিয়া ক্রমশঃ A হইতে В এর 


দিকে অগ্রসর হয়। > অর্থাৎ sin 0 ক্রমশঃ 0 হইতে —1 পর্যন্ত হাস পায় এবং 
x অর্থাৎ cos 0 ক্রমশঃ —1 হইতে ০ পর্যন্ত বৃদ্ধি পায় | 


210° হইতে 360° পর্যন্ত x ধনাত্মক কিন্তু y 44461 0-9 মান ক্রমশঃ 270° 
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হইতে 360° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে P ক্রবণঃ B হইতে А-Я দিকে অগ্রসর হইতে থাকে | 
y অর্থাৎ sin 0 ক্রমশঃ — 1 হইতে 05444 বৃদ্ধি পায় ux অর্থাৎ cos 0 ক্রমশঃ 
0 হইতে 1 পর্যন্ত বৃদ্ধি পায় 1 е 


qoa পূর্ব পৃষ্ঠার আলোচনার ফলকে সংক্ষেপে প্রকাশ করিলে : 


(а) 


(b) 


(d) 


0, 0° হইতে 90° পর্যন্ত 4% পাইলে, 

sin 0, 0 হইতে 1 পর্যন্ত বর্ধিত হয় এবং cos 9১ 1 হইতে 0 পর্যন্ত হাস পায়। 
0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, 

sin 0,1 হইতে 0 পর্যন্ত হাস পায় এবং cos 0, 0 3805-1 পৰ্যন্ত 
হাস পায়। 

0, 180% হইতে 270° পর্যন্ত বৃদ্ধি পাইলে, 

sin 9, 0 হইতে -1 পৰ্যন্ত হান পায় এবং cos 0, —1 হইতে 0 পর্যন্ত 
বৃদ্ধি পায়। 

0, 270” হইতে 360° পর্যন্ত বৃদ্ধি dite 

sin 0, — 1 হইতে 0 পৰ্যন্ত বৃদ্ধি পায় এবং cos 0, 0 হইতে 1 পর্যন্ত বৃদ্ধি 
ДЕН 


77. 0 কোণের tangent এর মানের পরিবর্তন | 


কোটি_7 


টবে ভন মানে, 2০৫ ভুল: % [ পূর্বের চিত্র দেখ ] 


х 


9-0” হইলে у=0 বলিয়া tan 0-0, এখন 0-4 মান যত 0° হইতে 90° পর্যন্ত 
বর্ধিত হয়, 9-এর মান তত 0 হইতে 1 পর্যন্ত বিত হয় এবং х এর মান তত 1 হইতে 


0 পর্বন্ত ভাস পায়। অতএব 4 অর্থাৎ tan 0-4 মান ক্রমশঃ 44% 541 0 যখন 


90° এর অতি নিকটবর্তী হয় তখন х-л মান অতি ти হয় বলিয়। tan 0-4 মান অভি 
বৃহৎ হয়। বস্ততপক্ষে, 90° অপেক্ষ। HUST মান হইতে 0-29 907-44 যথেষ্ট নিকটব্তী 
করিয়া tan 0 এর মান যথেচ্ছ বৃহৎ কর] যায়। অর্থাৎ 0, 0° হইতে 90° পর্যন্ত বর্ধিত 
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হইলে tan 0-4 মান 0 হইতে = পর্যন্ত বর্ধিত হয় (tan g increases from 0 to 
০০ as 0 increases from 0° (о 90° Mi 


যখন 9 বাস্তবিক 904 সমান তখন x20; 


Wes tan 0-4 মান তখন 
অর্থহীন। 


আবার আমর! পূর্বেই দেখিয়াছি (99:76) д 0, 90% হইতে 180" 
"s বধিত হইলে )-এর মান 1 হইতে 0 পর্যন্ত এবং 2-এর মান 0 হইতে 


ТІ পর্যন্ত zip পায়। অতএব অন্যভাবে বলা যায় যে, 0-7 মান 180? হইতে 


90° পৰ্যন্ত ক্রমাগত হাস পাইলে, )-এর মান 0 হইতে 1 পর্যন্ত এবং x এর মান 


-1 হইতে 0 পর্যন্ত বর্ধিত হয় ; < tan 0-4 মান 0 হইতে — পর্যন্ত হ্রাস 


714! অর্থাৎ 0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে fan 0,- c হইতে 0 পর্যন্ত 
বর্ধিত হয়| 


অতএব দেখা যাইতেছে যে, 90-4 অতি নিকটবর্তাঁ মানপমূহের s tan 0-4 
সাংখ্য মান অতির্হৎ্। ৪9০ হইলে Gb মানগুলি ধনাত্মক এবং ০১9০” হইলে 
এ মানগুলি ates কিন্ত ০-90”-র জন্য tan 04 কোন মান নাই। অর্থাৎ 
9 প্রথম পাদ হইতে দ্বিতীয় পাদে 90-4 সীম! অতিক্রম করিবার কালে (ап 0 
সহপা4০০ হইতে — ০০-তে 94%4 দেয় [ tan 0 suddenly jumps from- ০০ 
to— co as 0 passes through 90° from the Ist to the 2nd quadrant. ] i 
অতএব 0—90*-c5 tan 9-3 মানের বিচ্ছিন্নতা ( discontinuity ) ঘটে । 


সেইরূপ 0, 180° হইতে 270° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, (ап 0-4 মান 0 হইতে = 
পর্যন্ত বর্ধিত হয় এবং 9, 270° হইতে 360° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে tan 0-9 xiq— ә 
হইতে 0 পর্যন্ত বর্ধিত হয় ; কিন্ত 0—2707-3 জন্য (ап 0-4 কোন মান নাই। YII 


9 তৃতীয় পাদ হইতে চতুর্থ পাদে 27054 মীমা অতিক্রম করিবার কালে tan 0 আর 


একবার +- হইতে - =-তে উল্লফন দেয়; অর্থাৎ 0=270°-сә tan 0-4 মানের 
আর একটি বিচ্ছিন্নত| ঘটে | 


78. соғ0-4 পরিবর্তন | 


Cot 0 e tan 9 পরস্পর অন্তোন্যক ; অর্থাৎ cot а TP স্বৃতরাং tan 0-4 
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মানের পরিবর্তন হইতেই cot 0-4 মানের পরিবর্তন 7404 4841 Sal RC | সংক্ষেপে 
বল। যায়; 

8 —0? হইলে cot 0-3 কোন মান নাই। 

9, 0% হইতে 90° পর্যন্ত বর্ধিত হইলে, cot б, + == হইতে 0 পর্যন্ত হাস পায় Т 

0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত বধিত হইলে, cot 0, 0 হইতে — = পৰ্যন্ত হাস পায়। 

যখন 9=180° তখন cot 0 অনির্দিষ্ট এবং 9 দ্বিতীয় পাদ হইতে তৃতীয় পাদে 
180° মান অতিক্রম করিবার কালে ০০ 0-4 মান সহসা! — = হইতে + = হইয়া যায়। 
অতএব 0 = 180°-¿s cot 0-4 মানের বিচ্ছিন্নতা ঘটে | 

আবার, 0, 180° হইতে 270" পর্যন্ত বর্ধিত হইলে cot 0,4-< হইতে 0 পর্যন্ত 
হাস পায় 1 

এবং, 0, 270° হইতে 360" পর্যন্ত বধিত হইলে cot 0, 0 হইতে_ = পৰ্যন্ত 
হাস পায়। 


9=360°-তে cot 9 অনির্দিষ্ট । 0 চতুর্থ পাদ হইতে প্রথম পাদে 360° অতিক্রম 
করিলেই cot 0-я মান সহসা-০০ হইতে+০০ হইয়া বায়। үзік ৪- 360° 
(410%) তে cot 0-3 মানের বিচ্ছিন্নতা ঘটে 1 


19. sec 0-4 পরিবর্তন | 


sec 0, cos 0- 8001961 sw sec 0-4 পরিবর্তন নিয়রূপঃ 0, 0 
হইতে 90^ পর্যন্ত বর্ধিত হইলে sec 0, 1 হইতে ০০ পর্যন্ত বৰ্ধিত হয়। 0=90"-তে 
sec 6 অনির্দিষ্ট। 0-3 মান 90° অতিক্রম করিবার কালে sec 0 সহসা4-০ 520% 
= =-তে পরিবর্তিত হয়। 


0, 90° হইতে 180° পর্যন্ত 449 হইলে seco, -œ হইতে —1 পৰ্যন্ত 
বর্ধিত হয়। 


0, 180° হইতে 270° পর্যন্ত বধিত হইলে 5৩০9, -1 হইতে — = পৰ্যন্ত 
হাস পায়। 


7188 উচ্চ মাধ্যমিক গণিত-_দ্ধিহীয় খণ্ড 
9--270-ত, вес 0 অনিৰ্দিষ্ট এবং 6, 270° অতিক্রম করিবার কালে sec 0-4 


মান AB — == হইতে+-০০-তে পরিবতিত FH | 


0, 270% হইতে 360° পর্যন্ত affo হইলে sec 9, +e হইতে 1 পর্যন্ত 
হাস পায়। geat 0-90: এবং 0--270-се sec ৪-র মানে (яғ! 
ঘটে। 


80. ০০৪৩০ 9-4 পরিবর্তন | 


созес 0, sin 0 এর watgs) Hof cosec 0-3 পরিবর্তন নিয়রূপ £ 
0-0 cosec 0 অনিদিষ্ট। 

9, 0" হইতে 90° পৰ্যন্ত বর্ধিত হইলে cosec 9,4০ হইতে 1 পর্যন্ত 
হাস পায়। 

0, 90% হইতে 180: পর্যন্ত বর্ধিত হইলে ০০9০০ 0, 1 হইতে += পর্যন্ত 
বৃদ্ধি পায়। 


9-180-% cosec অনির্দি্ট। 0-4 মান 180° অতিক্রম করিবার কালে 
059০ 0 পহসা4-০ হইতে - с তে পরিবঠিত হয় | 


0, 180° হইতে 270° afz বর্ধিত হইলে ০০১০০ 0, - = হইতে _1 পৰ্যন্ত 
বুদ্ধি পায় 1 


0, 270° হইতে 360° fs বর্ধিত হইলে cosec 0, -1 হইতে — = পৰ্যন্ত 
হাস পায়। 


9=360° (বা 0°) তে ০০১০০ 9 অনির্দিষ্ট | 9-9 মান 360% অতিক্রম করিবার 
কালে ০০5০০ 0 99| — = হইতে + < -তে Яо হয় | 


West 0 =0° এবং 0— 1807-(% ০০5৫০ 0-4 মানে বিচ্ছিন্নতা ঘটে। 


81. ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের 9914851 (Periodicity of 
„Trigonometric Functions )। 


Gay sin (27749) -віп 9, cos (27+ )=cos 0, tan (z+0)=tan 0; 


ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 189: 


অতএব 2т ব্যবধানে sine এবং совіпе-44 এবং ন ব্যবধানে tangent«q মানের 
পুনরাবৃত্তি ঘট । কোণের পরিমাণের নিয়মিত ব্যবধানে অপেক্ষকগুলির মানের পুনরা- 
বৃত্তি ঘটে বলিয়া অপেক্ষকগুলিকে 44128 অপেক্ষক (Periodic Functions ) 
বলে। sin 0, cos 0, sec 0 এবং ০০১০০ 0-54 পর্ধ্যায় বা ব্যবধান ( Period ) 
হইতেছে 2r এবং tan 0 ও cot 0-44 414714 হইতেছে т. 


82. ত্ৰিকোণমিতিক অপেন্দকের (419 | 


বীজগণিতের 9188 ত্রিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ অংকন কর! হয়। ছক 
কাগজে XOX ও YOY পরম্পর AT সরলরেখাদ্বমকে অক্ষদ্বয়কূপে নির্বাচন করিয়া 
চলকোণ (variable angle) xaa বিভিন্ন মান্গুলি ভুজরূপে এবং was 
ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষক 9-র বিভিন্ন মানগুলি কোটিরূপে লইয়া বিন্দুগুলি স্থাপন করিতে 
হয়। তাহার পরে বিন্দুগুলি হস্তাস্কিত 79% ( continuous ) রেখ! wisi যোগ করিলে 
অপেক্ষকের লেখটি পাওয়া যায়। বিন্দুগুলি স্থাপন করিবার সময় ভুজ ও কোটির জন্য 
উপযুক্ত একক নির্বাচনের দিকে লক্ষ্য রাখা প্রয়োজন । এমন ভাবে একক নির্বাচন 
করিতে হয় যাহাতে লেখটি বেশী বড় বা বেশী ছোট না হইয়! যায়। 


83. sin “এর লেখ ( Graph of sin х) | i 


মনে কর y=Sin x. х-Я4 40946 মানের জন্য y অর্থাৎ sin х-4% 


ШЕЕ 2% 


একটি অনুরূপ ‘মান আছে: যাহা-- স্বাভাবিক সাইন, তালিক৷ হইতে পাওয়ঃ 


190 উচ্চ মাধ্যমিক গনিত-_দ্ধিত্তীয় খণ্ড 
যাইবে। 4 তালিকার সাহায্যে £-এর মানের 10° ব্যবধানে (অথবা যে কোন 
হ্থবিধামত ব্যবধান 5°, 15°, ইত্যাদি লইয়া ) »-এর অনুরূপ মানগুলি দুই দশমিক 
ae পর্যন্ত (শুদ্ধমান ) লইয়া তালিকাবদ্ধ করা হইল | 

এখন ঠ-অক্ষ বরাবর ছক কাগজের ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের একটি বাহুকে 10° 
এবং "অক্ষ বরাবর ক্ষুদ্রতম বাহুর 10 গুণকে এক একক ধরিয়া (—905, 1), 


(-80, -"98) প্রভৃতি বিন্দুগুলি স্থাপন করা হইল। Q বিন্দুগুলি হস্তাস্কিত সম্তত 
রেখা দ্বারা যুক্ত করিয়া নির্ণেয় লেখ Atea গেল | 


চিত্র 34 


Biel: (1) তালিকার সাহায্যে sin дая মান নির্ণয় করিবার সময় খণাত্মক 
কোণের ক্ষেত্রে sin (—0)= —sin 0 এবং 90° অপেক্ষা বৃহত্তর কোণের জন্য 
sin (180° — 0) =sin 0 প্রভৃতি স্বত্রগুলির প্রয়োজন মত প্রয়োগ করিতে হয়। মনে করা 
যাক sin 1007-44 মান fafa করিতে হইবে । এখন sin 100°=sin (180*— 80°) 
—sin 80°='98 [ তালিকা হইতে 1 | 

আবার sin (—100*) = - sin 100* — - sin 80°= —-98, 

(2) এখানে <= – 90° হইতে x— 90^ পৰ্যন্ত ব্যবধানে লেখটি অংকন করা 
হুইয়াছে। 

84. সাইন লেখের কতিপয় বৈশিষ্ট্য £ 


Ч) লেখটি mnan তরঙ্গাকারে ছেদহীনভাবে অসীম পর্যন্ত বিস্তৃত 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 191 

(i) 0 হইতে 27-99 মধ্যবর্তা অংশটুকু т-а জোড় গুণিতকের ব্যবধানে 

443146 হইতে থাকে | অর্থাৎ লেখ হইতে বল! যায় যে, সাইন অপেক্ষক পর্য্যাবৃত্ত 
MAFF; পৰ্য্যায় হইতেছে 27. 


(ii) যে যে স্থলে х-0, +r, 3527---*ইত্যাদিত সেই সকল ক্ষেত্রে 
sin x —0. 


(іу) sin д-44 মান কখনই 1 অপেক্ষা বৃহত্তর 41-1 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর 


Fq | 


85. cos х-44 (71 | 


মনে কর »= 005 х. 
10° ব্যবধানে %-এর বিভিন্ন মান ও у ( অর্থাৎ cos х)-44 RTA মানগুলি 


লইয়া নিয়ের তালিকা প্রস্তুত Fal হইল | 


নন 
nl aE 


চিত্র 35 


EEE 
Cos x 


এখন x-m বরাবর ছক কাগজের ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুকে 10° 
4% у-ч® বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর 10 ere এক একক 


192. উচ্চ মাধ্যমিক গণিত--দ্বিতীয় খণ্ড 


ধরিয়া (-90%0), (80°, °17) প্রভৃতি বিনুগুলি স্থাপন করা হইল এবং এ 


ни 
চিত্র 36 


বিন্দুগুলি হস্তান্কিত лаш দ্বারা যোগ ФИ fafa লেখ পাওয়া 
CAT | 


86. tan х-44 লেখ 2 


মনে কর, y=tan x, 15° ব্যবধানে %-এর বিভিন্ন মান এবং y (অর্থাৎ 
tan x )-এর অনুরূপ মানগুলি লইয়া facra মত তালিক৷ প্রস্তুত কর! হইল। 


preserve ІДЕЗЕЛЕЛІ? 
sies perfe [mw] v Fe) 


SESS os ee ЕЗЕЛЕЗЕН 
yor F 2 173| 3°73 2 
REM “27 7 EJEN 73| 3773 | x Fer 


চিত্র 37 


£-অক্ষ বরাবর ছক কাগজের ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুকে 10” এবং py AF 

বরাবর ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর Catia 3 өйт এক একক Wf 
(75%, —3773) ইত্যাদি (ебі স্থপন করা হইল এবং সন্তত রেখা দ্বারা 
উহাদিগকে পৰ্য্যায়ক্ৰমে যুক্ত করিয়া লেখটি পাওয়া গেল 1 


87. ট্যানজেণ্ট লেখের কতিপয় বৈশিষ্ট্য ৪ 


G) লেখটি অবিচ্ছিন্ন নয়। যে সকল বিন্দুতে х-ө4 মান 90-44 
Ras গুণিতক -সেই সকল Беде লেখটির বিচ্ছিন্নতা: দেখা যার ^ 


ত্ৰিকোণমিতিক অপেক্ষকের লেখ 198 


x বাঁমদিক হইতে দক্ষিণদিকে (অর্থাৎ ক্ষুদ্রতর মান হইতে বৃহত্তর মানে ) এই সুকল 
বিন্দু অতিক্রম করিবার কালে (an 2-48 মান সহসা += হইতে _০ তে 
পরিবতিত হয় | 

(di) —90° হইতে 90° «mw লেখটির অংশটুকু 90° হইতে 270°, 270° হইতে 
450° ইত্যাদি ব্যবধানে দক্ষিণদিকে এবং —90° হইতে — 270^, — 270" হইতে 
— 450° ইত্যাদি ব্যবধানে বামদিকে পুনরাবৃত্ত হইতে থাকিবে | TORK লেখ হইতে 
দেখা যায় যে, ট্যানজেণ্ট অপেক্ষক 40148 অপেক্ষক "MS হইতেছে л. 

(ші) বে সকল বিন্দুতে -এর মান 90°-এর বিজোড় গুণিতক সেই সকল বিন্দুতে 
%-অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখীগুলি ক্রমশঃ লেখের সহিত 2-অক্ষের উভয় পার্খে মিলিত 


চিত্র 38 
হইতে চেষ্টা করে; কিন্তু কখনও সম্পূর্ণরূপে REW যায় না। 8 রেখাগুলিকে 


লেখাটির অসীমপথ (asymptote) বলে | 
88. cot x-4a লেখ ° 
ছাত্ররা যেন নিজে tan 2-44 লেখের BTA, y=cot 2-44 লেখ অঙ্কন 
করিয়া লয়। লেখ হইতে কোট্যানজেন্ট লেখের নিয়লিখিত বৈশিষ্টগুলি দেখা বাইবে। 
G) влас 5 লেখের মত এই লেখও অবিচ্ছিন্ন নয়। যে সকল Gace 
%=0? বা, =-এর কোন গুণিতক দেই সকল বিন্দুতে লেখটির ES 
উ.মা.গ Q3) 713 : 


194 উচ্চ মাধ্যমিক গণিত- দ্বিতীয় খণ্ড 


Gi) PITA অপেক্ষক পৰ্য্যাবৃত্ত অপেক্ষক, পৰ্য্যায় হইতেছে т. 
(ii) বে সকল বিন্দুতে £-এর মান 0° বা, ক্-এর যে কোন গুণিতক, সেই 
সকল বিন্দুতে -অক্ষের সমান্তরাল সরলরেখাসমূহ লেখাটির অসীমপথ | 
89. ০99৪০ х-44 লেখ 2 
মনে কর, у= совес x., 
10° ব্যবধানে ৫-এর বিভিন্ন মান এবং Natural cosecant Table হইতে 
Ly (৩০৪০০ 2)-এর অন্রূপ মানগুলি নিগ্নের মত তালিকাভুক্ত করা হইল | 


চিত্র 39 
2-অক্ষ বরাবর ছক 14044 ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর দৈধ্যকে 10° ধরিয়া 
এবং &-অক্ষ বরাবর এক বাহুর দৈর্ঘ্যের তিনগুণকে একক ধরিয়া উপরের তালিকাভুক্ত 


চিত্র 40 


тей স্থাপন করা হইল এবং পরপর 
. পাওয়া car | Refa চিত্রের মত যুক্ত করিয়া নির্ণেম লেখটি 
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90. কোকেক্যাণ্ট লেখের বৈশিষ্ট্য £ 

G) এই লেখটিও অবিচ্ছিন্ন নহে; যে সকল বিন্দুতে z=Q0 বা, ₹-এর কোন 
গুণিতক সেই সকল বিন্দুতে লেখটির বিচ্ছিন্নতা দেখা যায়। 

Gi) লেখটির কোন অংশ y=1 এবং у= —1 এর মধ্যবর্তী হইবে না। কারণ 
4 (অর্থাৎ совес 2)-এর মান সর্বদাই 1 অপেক্ষা বৃহত্তর এবং —1 অপেক্ষা ক্ষুদ্রতর। 
"res 0° হইতে 180°-এর মধ্যে লেখটি ৫-অক্ষের উপরে এবং- 180° হইতে 0° 

44: 180° হইতে 9607-44 মধ্যে লেখটি £-অক্ষের নীচে থাকিবে। 

(ii) ehe একটি 44146 অপেক্ষক এবং পর্যায় হইতেছে 27. 

91. вес х-44 লেখ 2 

এই লেখটি ০০৪০০ 2-44 লেখের STAT অঙ্কন করিতে হইবে। 


বিবিধ উদাহরণ c 


З. 1. л-0 হইতে z=2z সীমার মধ্যে У = віп a+ соз 2-44 লেখ 
অঙ্কন কর। লেখ হইতে 2-44 এমন যান নির্ণয় কর যেখানে, 

G) 9-0, Gi) & সর্বোচ্চ, Gi) y 4 [C. U. 34) 

15° ব্যবধানে aaa বিভিন্ন মান এবং তালিকার সাহায্যে 9-44 BERT 


£মানগুলি নিয়ের মত তালিকাভুক্ত করা হইল। 


ИЕШЕ শা ЕЕЕ ЕЕ ЕЕ ও 

оаа [০ [৭ = eee 

Ja |е তা শত শান 
লা 


চিত্র 41 
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এ-অক্ষ বরাবর ছক কাগজের ক্ষুদ্রতম বরগক্ষেত্রের এক বাহুর দৈর্ঘ্যকে 15° এবং 
JTF বরাবর এক বাহুর দৈর্ঘ্যের 10 গুণকে একক ধরিয়া! তালিকাভুক্ত বিনুগুলিকে 


স্থাপন করা হইল এবং @ বিন্দুগুলিকে হস্তান্ধিত эт বক্ররেখা দারা যুক্ত করিরা লেখটি 
পাওয়া গেল। 


চিত্র 49 
লেখ হইতে দেখা বাইতেছে বে, (i) প্রদত্ত সীমার মধ্যে দুইটি বিন্দুতে y=, এবং 
শী দুইটি বিন্দুতে, ০9৮ 15-185" এবং = 21x 15^ 815°. 
i) যে বিন্দুতে y সর্বোচ্চ সেই বিন্দুতে 2=8 x15 —45* 
Gi) (4 বিন্দুতে y 5404 সেই বিন্দুতে x= 15 x 15 —925. 
Gri. 2. 1-0 হইতে 2-т-44 মধ্যে cob t—tan z=2 সমীকরণটির 
লেখ সাহায্যে সমাধান কর। [ €. U. '49] 


ате সমীকরণ হইতে, 0082 sine ш, 


Sint совт 


2 32449. 
cos^z —sin?x 
০০০ ae =e 
টিনা 2, or, сов 2a=sin 92, 
Or, cot2r—l. 


ЧАЯ, Ш-сой24, এবং, y—1 এর লেখ একই অক্ষদঘবয়ে একই একক 
লইয়া অঙ্কন করিলে олдан саян, сей সমাধান হইবে। 
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= соё 92-44 লেখ WETA জন্য 15° ব্যবধানে 2-44 মান এবং %-এর অনুরূপ 
теѓ লইয়া নিপ্নের তালিকাটি প্রস্তুত করা হইল। 


ІҢ 7 
7777 75777 
EH 


ЖЕТЕН: 


I ІНГЕН nma 
7777 


! 147 
f 777 1777 নাবী? 
Lr sr 
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এখন, এ-অক্ষ বরাবর ছক কাগজের ক্ষুদ্রতম বর্গক্ষেত্রের এক বাহুর দৈধ্যকে 54 
এবং y^ বরাবর একবাহুর দৈর্ঘ্যের З গুণকে একক ধরিয়া পূর্ব পৃষ্ঠার বিন্দুগুলি ছক 
কাগজে স্থাপন করা হইল এবং এ বিন্দুগুলি হস্তান্ধিত বক্ররেখা দ্বারা যোগ করিয়া 
Y= cot 2%-এর লেখ পাওয়া গেল। 

একই অক্ষদ্বয়ে এবং একই এককে y= 1-এর লেখটিও অঙ্কন করা হইল | 

লেখ হইতে দেখা যায় যে, লেখ দুইটির পরম্পর যে দুইটি বিন্দুতে ছেদ করিয়াছে 
সেই বিন্দু দুইটির ভুজ 223" এবং 119%". 


Facey সমাধান হস্ত, a. 
প্রশ্মমাল। 14 
1. z——- হইতে =. এই সীমার মধ্যে, sin 2-44 লেখ অঙ্কন কর এবং 
8 লেখ হইতে (i) sin 120744 মান рб কর। ІН. S. 60] 
(0) যে কোণের sine-3 মান 7 তাহার আসন মান নির্ণর কর | 
[Pat. U. ?Б0] 
2. a= —= হইতে c= এই সীমার মধ্যে cos 2-44 লেখ অংকন কর এবং 


9 লেখ হইতে cos 1207-44 মান বাহির = | 


8. ৯০ এবং л=т-ч মধ্যে y—sinz এবং у= соз %-এর CAAA 
FT কর। যে বিন্দুতে লেখদয় ছেদ করে সেই বিন্দুটি fads কর। 


(0. U. 746] 
4. = হইতে =+ এই সীমার WU sin 22-43 লেখ эң কর এবং 
লেখ হইতে sin 1507-44 মান বাহির কর। ІН. 8. 631 


5. c= 0" হইতে ৫= 360°এর মধ্যে cos 22-48 লেখ অংকন কর এবং লেখ 
হইতে ০০৪ 1207-<4 মান বাহির কর। 


6. 3sin z--4 соз z-«3 লেখ অংকন কর। অপেক্ষকাটর সর্বোচ্চ মান কত 7 
[C. U. 50} 
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7. লেখ সাহায্যে সমাধান কর :— 
G) tan ০-1, 2=0 হইতে, х= "এর মধ্যে | [C. U. ^81] 


Gü) 2х2—%апх=0, 2-0 হইতে r= মধ্যে | [0. U. 745, 254] 


(iii) 2 sin*z—cos 22, х= — = হইতে, তির মধ্যে। 


[0. U. 46, 248] 

(iv) tan z=cos z, z=0 হইতে, €= A মধ্যে | — [C. U. 748,756] 
(у) 2=tan z, 2-0, হইতে, z= 8 মধ্যে | ІС. U. 45] 
(vi) sin 2z—sin x, 2=0 হইতে х= 2-49 মধ্যে | (0. U. 40] 


8. একই www লইয়া, -- zo, +5 সীমার মধ্যে (==, 
y=sin z এবং y-tan 2-54 লেখগুলি অঙ্কন কর। মূল বিন্দুর নিকটে লেখগুলির 
প্রকৃতি লক্ষ্য করিয়া à বিন্দুতে লেখগুলির মধ্যে কোন সম্পর্ক ধারণা করিতে 
পারকি? [C. U '52] 
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Table 1 


“Г তালিকা (logarithm table) | 


2 


A КЗ ЕЗИНЕ ERENT ETE IE 


59 15 117 21 261303438 

z4|2832 36‏ 20 16| 12 148 0374 | 0234 0294[ 9253 عا 

11 0414 [0453 |6492 [5531 |5569 x 45 12 |1620 2312731 35) 

iz opa [5328 lowes esos | |797 |9645 10682 |0719 10755127 11 [15 18 22 |2629 33 | 

12 || 0792 [0828 |0564 |5899 0934 3711 [1418 21 |25 28 32] 
0969 | 1004 | 1038 1072 |116 |27 10 |14 17 20] 24 27 31 

{ 36 10 |13 16 19|2326 29 

1430137 то |1316 19|22 25 29 

136 9 [12:5::9|2225 28 


0212 


18 | 1139 [1173 [1266 1239 |1271 


1303|1335 


ы-і 1393 1399 
14 | 1461 1492 1523|:553|1534 


Не ТЕ Мат. 3514 39 911214:7|2023 26 
15 || 1761 |1790 |1818 1847 1875 36 Әйіп 1417 2023 25] 
175) Pers АЮ 1903 36 811 14:7|19222 
| 18 j| 2041 [2068 2995 12222127481 39 1:5420|192224 
! | NL LU ESS YE 35 8 |101326[18 21 27 й 
17 12304 |2320 235512380 | 2405 35 301315|182023 
Le mies ЗН A 2330 35 


| 


ъа | ا‎ EL 


36 2553 |2577 


10121 7 20 22 

25 912 14|i17 1921 

ГАФ. айы l [2672 24 9 11 14|16 18 21 

19 || 2788 |2510 283 |2556 2878 ЕН: 131161820 

| 2900 К К 
[26 |зото [3032 30:4 1075 | 3095 131 18 3129111бә13ИЙ 15201124 6 | 81113 1517 19] 
24 || 3222 |3243 [3253 |3284 3304 3345 1336513385 |3404 24 6j 310121141618 
22 | 342413444 15455 3483 | 3502 | 3522 3541 | 3560357913598 [24 54 810 ia 1415 578 
29. 3617 13636 |3656 |3674 |5602, 3729 | 3747 | 3786 | 3784 |2 6| 7 911|1375 17 
124 | 3802 3820 [3838 3856 13874 | 3597 139০9 | 3927 394513962124 517 оп 1214 16] 
26 || 397913997 | 4014 | 4031] 4048 4:05 | 4084 4099 |4116|4133122. 5| у 9101214 158 
26 1415014165 |4135 4200 14251425321 4249 14265 | 4222 4298 [23 S] 7 810 111315 
27 |4314 [4330 |4346 | 4362 |4278 4393 | 4409 14425 | 4440/4456 123 516 3 oli i3 14] 
28 || 4472 14487 1450214518 | 4533145454562 457914594 |4609/23 516 8 o]1112 14 
| 29 | 4624 | 4639 |4554 14669 14633 | 4508 471314728 14742 14757123 al 6 7 ol:or2 13 
30 | 4771 | 4786 14800 4814 14829 14843146857 | 4371 | 4526 4909112 416 7 ofron 3) 
81 |4914 [4928 |4942 |4955 14969 | 4033 |4997 | 5011 502415028113 416 + &|1011 12] 
82 | S051 і обе |5079 | 5092 | sto5 | 5:10 | 5132 245 3159]5172]/3 4| 5 7 8| 93112 
88 [15785 15158 521115224 | $237 | 5250 | 5263 | 5275 | 5229 5202113 415 6 81 97072 
34 | 5315 15328 (534015353 536615378] 5391 | 5403 1542615228113 4| § 6 8] 91011 
35 | 5441 | 5453 |5465| 5478 | 549 | 5502 5514 5527 | 5530 {5551/12 415 6 7] 91011 
26 || 5563 5575 | 5587 | 5399 | 561: | 5623 5635 | 5637 | 5058 15679 li 2 4 56 7| 81011 
52 | 5682 15294 |5705 5717 15729 | 5740 | 3752 | 3763 571515786312 3| 5 6 7| 2 910 
38 |5798 |5809 |582; | 5832 | 5843 5855 4666 | 5877 15888 15299112 3| 5 6 7| £ ото 
29 |5911 | 5922 |5933 15944 | 5955 | 3960 5977 |39581 5о90|5оо412:3)4 s 7| 8 910 
40 | 6021 | 6031 [6042 |6053 16064 | 6075 | Aces | c 67716227122 2] 4 © 6| 8 910 
41 |6128 16738 [61496125 6170 3 dE: = бп 6222|12 3 4 561789 
42 |6232 |6243 625316263 |6274 6284 |6204 15304 |6214 6325/12 3145 61789 
13 | 633516345 |6355 |6365 | 537516388 6395 15495165515425152 31425178 9 
Hi oe 6444 16454 |5463 |64741645% 6493 165036513 |6522 j1 2 345 6|789 
53216542 |6551 |6561 657119580|6590 | £599| 6боо|6(618112 31 47895, 

48 6021 6637 |6546 |6556 |6665 6675 45 а 6502 @ {2 12 3 " ; 6 2 78 
48 | cis: 1239167396749 1658167671677168 6794 |62031:2 31 4 5 5169 8 
s pum 6821 |6830 |6819 |6848 6857 |5566 16875 |6884 6593 |: 2 Hi 445/678 
| боп 6920 |6928 | 6937 |6945 695 | 6063 6972 6981/12 3| 4 4 s| 6 7 8 
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o 

w 

> 
чл 
AX 
MU 
an 


7084 7093 |7101 } 7110) 7118 133/365 
7165 |7177 |7185 |7193 | 7202 | 7210 f 7218 122/345 
7259/7267 17275 | 7284 | 7292 17300 122/34 
734017348 | 7356 | 7364 | 7372 17380 
741917427 17435 | 7443 | 7451 17459 | 7496 | 7474. 
7497 |7505 | 7513 | 7520 | 7523 17536 |7543 | 7551 
7574 |7582 | 7589/7597 | 7604 | 7612 | 7619 | 7627 
759 |2057 | 7664 | 7672 | 7679 | 7686 | 7694 | 7701 
7723 |7731 [7738 |7745 |7752 | 7760 7767 |7774 
7796 | 7803 | 7810] 7818 | 7825 | 7832! 7839 | 7846 
2 Uc 727s 282 7559 7506 7993 7910 7917 
93517945 17952 |7959 17066 | 7073 | 7980! 7: 
8007 | 8014 8021 8028 | £035 5925 2948 2227 
807518082 S089 | 896! 8102 | 8109 |8116 |8122 
8142 |8149 |8156|816215 8:76 |8:52 |8180 
3209 | 8215 [822218228 |8. 824118248 |8254 
8274 | 8280 |8257 | 8293 220918306 | 8312 | 8319 
3 8 8351 | 8357 |8363 | 5370 | 8376 |8382 
840: [554 8420 | 8426 |8432 84391 8145 
8463 | 8472 | 8476 |8482 | 8488 |8494 | 8500 | 8506 
2/8535 |8531 18557 |8543 |8549 |8555 |8561 |8567 
| 8585 |550: 18697 | 8603 | 8609 | 8615 |8621 | 8627 
8645 |8651 |2557 | $663 | 8669 |8675 | 8681 | 8686 
8704 | 8710} 8715 | 8722 | 8727 | 8733 | 8739| 8745 
| 8762 | 8768 |8774 | 8779 | 8785 | 8791 | 8797 8202 
3820 | 8825 |8831 | 8337 |8842 |8548 | 8854 | 8859 
8876 | 8882 13887 | 8893 | 8899 18004 | 8910 | 8925 
8932 8938 | 8943 | 8949 | 8954 | 8960 | 2965 | 8971 
8987 | 5993 | 8998 19০০4 | 9009 |9215 | 0020 | 9025 
$043 |9257 10053,9058 | 9063 19069 | 9074 | 927 
19096 19101 |9106 |9112 |9117 19722 |9128 |9133 
138 |9143 10149 |9154 |9159 |9165 |9170 
10 1919: 0196 | 0201 | 9206 |9212 |9217 |0222 
3 19243 |9248 0153 |9258 |9262 | 9269 |9274 
| 9294 |9299 | 9304 | 9309 |9315 |9320|9325 
9342 [9350 |9355 |9360 |9365 | 9370 |9375 
9395 19400 | 9405 19410 |9415 |9420|9425 
9445 |0450 |9455 |9460 |9465 | 9469 |9474 
9494 19499 | 9504 |9509 |9513 |9518 |9523 
954219547 |9552 | 9557 19562 19566 |9571 
^: 6০ 9614 |9619 
9599 20595 9605 |9609 29118 
9708 |9713 
9754 |9759 
9800 |9805 
9845 [9850 
9890 |9894 
9934 


ооо 
O оч 


QVO OO NIN чуч 


PLP ALOU шил 


озы hadhad > 
Urt Un чл Ul tat Cn Un un 


nin AAO осоо 


о 
5 
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12 
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Table II 


ঞ্যান্টিলগারিদ্‌ম তালিক! ( Antilogarithm Table ) 


1026 
1050 
1074 
1099 
1125 
1151 
1178 
1205 
1233 
1262 
1291 
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BOL 90 18 cL 09 D8 6 ZI 0108.Т €10L.1 9802.1 LEPLI  TEBLT 
OTOT £00 OGL 119 692 IGF GEE 900 EIT SOBEL. 99269. 00959. 65790. 
696 208 OF, GEY БЕС IBF OBE 616 201 50799. osit #2079. ©6009. 


85009. 60060. 196219. , 69696. 90666. 02679. 28666. 
18069. 01069. 8700. TROIS. 60100. 000. 998৮, 
9209৮0885৮০ LIFOF-T 00৫9৮০7807৮, COLCI.I 9180৮, 


106 908 GOL 209 TOS EOP GOS 100 101 
098 191 699 ELG BLP 086 180 TOT 96 
96769 YFG EGP G LG IST 16 


61807. ФЕбІ?. 19017.  G6IOF. 9EEGE. 7978! 86928. 
86928. 00806. 89666. SPISE. єсє. IT 68. POLG 
100206. 0616. 01116. 60806. 11860. 9280. T6626. 
606. 050,0. 11199. 11,6%. 006%2. 100%0. 00788. 
90786. 86/20.Т 16004.Т 01615.1 6680.1 289611 61611 


LL 069 609 LIG Те? 696 211 98 
OFL 899 9৫ EGP ТІ? 606 270 791 08 
LOL 809 GPG ILP 066 VIG GEG LGT BL 
929 109 904 TSY 9,6 O08 406 OGT gh 
919 604 TET 096 RBG 910 PPI 6L 


СЛОТ. PLIST. МЛ. 68047. 80691. 91461: 26001. 
18091. 898. $6981.  GcOCT. 69861. ETLIT. 19011. 
19011. PIVOT. OLLGO. TETGO. 96780. $9810. 26510. 
LEGLO. 61900. T6690. 91690. 99,0. 856190. 680900 
0660.1 94820: Т T9LTO.T OLITO.T 6880078 00000.1 


GIP 9090 L0G BET 69 
LEE BEE €96 GOI ZET 99 
686 616 666 161 lol 19 
896 LOE 972 PBT ЕСІ 19 
905 960 ë ӨЛІ ӨТТ 0৫ 


250 
966 079 
619 016 
666 167 
PLP HP 


710 
59009351110. 


SINSONV.IL TVYALYN ` 
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তালিকা 


БИЗ ЫЙ 


জন্ট ও কোট্যানজে্ট 


e 
e 
e 


к, 


11988 ৮৮ a: LETE 0৮ = 06) wey” 
ED) থে EE oj қ 


5 409 dre) 


: ) ১৮0155861৮৬ ১1১1৪ 
ҚЫН» @ Ob Bila porc 


YOL 010 989 BEF 
09৫ 510 б©ў 996 
16% SEF SLE TIS 
167 VLE OG 195 
TLE 606 8৮ BES 


906 960 ৮78 100 
686 60% 916 TBT 
896 6200 601 ТӨТ 
166 205 PLI 991 
000 CBT LST TET 


001 991 BIT OTT 
УЛ BST Oct GOT 
661 GET BIT DOT 
а 


OSE £96 GAT 68 
£66 006 OPT EL 


856 991 
PIG 091 
98697 


€91 GET 
PPI 507 
681 16 
ITI 18 
тот BL 


96 0, 
18 $9 
Оз 09 
S $a 


13 


চো 69 
LOI ЄЧ 


56 


18 
BL 
19 
68 
05 


LY 
[12 
oF 


9৮ 


1% 
96 


[23 


66” 


96 


ud 
v6 
06 
at 
ui 


8129.4 
OPES 
БИЛ 
9186.7 
8010. 


12226 
7187.5 
6015.8 
LLLO.§ 
0706.5 


9১57৮ 
1908.6 
1957.5 
SE 
69৮৮5 


271423 


0062.29 6601.69 


9t6r.95 
0920.81. 
190.51 


1690.11 
6900.6 
OESS. h 
6896.9 
0261.9 


7919.6 
8990.9 
8809. 
LPL 
1196.6 


1689.6 
5057. 
1466.6 
9408 
0218.0 


8552.5 
9899. 
9৮৮ 
6966.6 
9820.5 


988.127 689.РТТ 


1196,6” 
[357374 
5091.21 
6961.61 


6114.01 
8600.0 
VOLL.L 
6968.9 
1790.9 


GT9v.Q 
7086.7. 
9519.7 
5010.7 
9816.0 


01798 
FOE 
1702.6 
8110.6 
098.6 


$869.6 
$098.3, 
14254 
tog. 
епос 


9881.86 
8506.06 
607.91 
2902.01 


¥S88.0T 
6911.9 
8668.4 
5169.9 
8216.G 


9269. 
2916.7 
1019.7 
GST 
2998.8 


6509.8 
6916.6 
918 
1880.6 
6868.6 


9919.6 
9856.6 
24527 


ext 


8686.08 1091.09 0066.72 


9198.76 
TOLPE 
9709.91 
9050.81 


0810.01 
€609.8 
4989.1 
9099.9 
8018.8 


5606.90 
0678.7 
0৮৮ 
128974 
8008.6 


990.6 
GOPE.E 
1661.56 
0096.6 
0861.6 


1159.5 
27584 
9৮69 
2185.5 


gig. Ie 
9502.0! 
57207 
0908.17 


6881.6 
0575.8 
1896.2 
865.0 
T692.9 


4305.9 
6541.3 
1688.7 
1190.7 
0944.8 


1989.8 
0806.6 
7801.8 
6166.6 
SELLE 


6169.6 
0967.5 
0816.6 
1697.5 
6091.5 


29.80 
1100.01 
LOOE. PT 
196 kIT 


AR: 
(52462 
VOTI. 
8616.9 
5129.0 


99У1.0 
9702.7 
9169.7 
9010.» 
160.6 


1197.8 
6020.6 
2110.8 
0206.0 
31925 


1209.6 
тол 


09৮55 
SERT. 


| 


উচ্চ মাধ্যমিক গণিত - দ্বিতীয় খণ্ড 


012 


2126 580 OSS FIZ ELT ЕРІ LOT TL 96 
10৮6 206 FIG Loo 681 IST BIT 9) 86 
196 Теб 180 IPG 102 091 001 08 OF 
986 IPE 662 950 610 ILI 801 58 EF 
OTF FOE GIE €LG 806 SBI LET 16 9Р 


COFES. 98066. 60/06. 09685. 16616. 69010. PIIG. 
29015. 96805. %0506. ৪৮199, 69,6%. 98867. 806687. 
86688. 1098%. 6108. FIBLF.  IIPLT.  COOLT. 8629৮, 
$609». 8/19. 8020. ЕБОР. 9006৮. 617, ৮608৮, 
PEOPF.6 I6S8F.6 EFIEF.6 0690.6 0600%.6 BOLIF.G 008ТР.6 


0081%. 9080% 9PSOF. 09866. 6966$. 11896. 89899. 
89686. SSSLE. 7৮8. 61896. 68096. 0/65. 60668. 
60225. 999৮0. 00176. PESES. (09606. 81608. 88116. 
88216. 69116. 09008. 99660. 0886৮. COLES. 09085. 
09082.6 90%/0.6 6819.6 59090.6 92600.6 21996.06 19660.6 


017 166 GEE 860 PPG GGI Lvl 86 6৮ 
Єр Taf 896 OTE 690 OIG BST COT EG 
ETG OS 666 ZPE 680 806 Т/І FIT L9 
GSG LGF SEF ELE 016 ৪৮5 981 POT 09 
619 StS LLP GOP TPS 020 FOG OST 89 


19660.6 FFZET.6 60000.6 19219.6 6660%.6 62002.6 6ЕРӨТ.6 
€£$61.6 8098Т.6 10921.6 0169Т.6 ӨТТӨТ.0 еғ00Т.6 9се?Т.6 
9СЕРІ.6 L¥FET.6 61601.6 OLSTT.6 66801.6 90960.6 68080.6 
08080.6 879L0.6 18590.6 98000.6 29070.6 60160.6 62610.6 
89610.6 %0/00.6 09766.8 10186.8 90996:8 057<6.8 050ғ6.0 


089 #09 60% 607% SLE ZOE LEG TST 9L 
19) 919 669 104 SZ 866 FET 691 98 
795 894 GLO 99 OG? FEE 680 061 96 


"£LCQE p +T BO] = (2 — ,06) 109 301 
lb ‚© пор 80] ылы 2 Бі eje 
1 85 ৮০১৫ 15598151219 ৯০912 
89148859৯55 с.е @ ৪ tro 


080%6.8 19956.8 07016.8 %9%08.8 67919.9 80199.8 806%9.8 
89628.8 1528.5 68008.8 8908/.8 I9191.8 90071.8 088Т/.8 
O8STL.8 00%69.8 69499.9 89689.8 61609.8 19116.58 09678.9 
08079.8 70008,8 99E9F.8 ZGLIF.S 81990.98 6L808.9 99172.8 
98176.8 69091.58 91990.8 FSOFG.L 9Ly9L.h 620081 - 


295 56 504 
вәопәләртат uso 


6 8 


S8NIS DIWHIIWVOOT 
А IPE 
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লগারিদ্মের সাইন ও কোসাইন তালিকা 


SHNISOO OIWHIDIVDOT 


GYT BOT 06 Lb $9 14 88 96 EI 
OZI 901 66 08 19 50 OF LG ЕТ 
701 OTT 16 68 69 GS I$ 80 PI 
601 FIT 001 99 BL 16 Eb 65 YI 
EGT ӨТІ VOT 68 FL 69 y? 06 


BET EZI ВОТ 06 LL 70 OF 16 GI 
SPT 101 GIT 56 08 79 8% Z€ 9T 
ӨРІ TET 911 66 68 99 OF ЕЕ LT 
PST LET 001 601 98 89 IG FE LI 
691 BPI PZI 901 68 IL ES GE BI 


GOT LPT 601 OTT ZG FL SS LE BI 
CLI EST #61 СТІ 96 9L LS 86 61 
811 GST GET GIT 66 6L 6S OF 00 
СӘТ SOL PPI PZT EOT 28 09 15 12 
EGI BLT OST 601 LOI 98 G9 EF 


100 OLT OST PET ZIT 68 9 5% BB 
012 981 691 OFT LIT 66 OL LF ৪৪ 
615 FGT OLT OFT 001 16 6) 6F 72 
60% 600 SLI ZOT LEI ZOT 9), тс © 
666 010 981 GAT 881 907 OS 66 


200 061 991 GET IIT 68 95 80 
090 680 700 PLI OFT OTT 18 80 60 
910 PFO PIG EBT ЕСІ 001 06 19 181/9 
695 105 500 EGT 191 801 98 79 026 | ০৪9 
FOR OLB 198 806 GIT СЕТ ТОТ 89 7869 


67678. 00878. 76978. 99598. LEVIS. 80678. ТУВ. 
11178. 97078. 1688. 189168. 58968. - 81568. 86/688: 
81668. 59568. 90188. 89668. (06808. 16908. 15508. 
12908. 01908. 69008. 90108. 58679. 66818. 76918, 
76918.86 6?918.6 20718.6 ?9018:8. 90118.6 156086 108086 


10803. 96008. 70808. 152808. 161709. 67008. 1980). 
19861.  1GL6L. 8৮96৮. 91661, 9006). 96061. PEGEL. 
7668. 51282. 60981. 781. 08081. 6118). 9v6LL. 
9৮6৮৮,  SLLLL.. GOILL. 667৮৮.  S96LL.  S60LL. 06069). 
©0696  LTL91.6 6199.6 S6E9L.6 8159/.6 6860916 69894. 


6289৮. 9190). 9690). SIEGAL.  GblQh. 89670. 99LvL. 
991৮৮. 890%. 67. 6914. 16661. SOBEL. 11961. 
1198І. TEEL. GIGEL. 00081. %080,. 65962 1866৮ 
16961. 8190, 7100. 60811. 160911. EGIL. 7801 
৮7৮0 SLE0L.6 19056 16901. 68606 “1101,6 68696 


10869. 11009. 950769. 760609. 01009. PELE. 15609. 
100809. 80889. 86089. 99819. 88919. 868/9. 191/9. 
191,9. 00699. 08999. 1799. 16199. 00699. 9099, 
90159. 99৮০9, 650059. 80679. 86979. . 8৮৮79. ৮৪169, 
78179.0 %0689.6 0599596 86069.6 LETENG 698096 96989.6 


22 76909. 50809. 6%059. 61/19. 76919. ৮169. 16609. 
18609. 95909. 69609. 01009. 865$. $8769. 99169, 
69. (688806. 88589. %8089. 8/4619. 69919. 89619. 
82616. 29019. 10199. 80799. 98099, 191006. 66709. 
58798.56 50104.8 691796 867796 8607966 19160.6 0096098 


15 


5 মাধ্যমিক গণি 


š 


214 


2. gr $6 Bi টা 9 88106. 89986. 060906. 169956. 68%46. 9246. 
Lg 09 6% 6I ED 9 99896. T0590. CFG, GLTISG.  OlICO. 5860. 
69 99 90 06 St L ЕЯ6Рб. 60676. 8086. 66/76. 270116. £6976. 
20 99 11757 $6916. 90070.  SSPTG. 06676.  ICETG. 70016.  CSITD. 
9 49 66 20 FI 4 С8ТР0.6 ZTIFG.G 1106.6 0166.6 8686.6: 90866.6 9180.6 


£9166. (08086. 90966. 08086. 4986. 800, 10666. 
10686. 08066. ৮9180. LLOEG. 66606. 10606. 7806. 
27806. 09206. 88906. 80906. 20506. TFG. 660606. 
09606. 1006. %61%6. 11126. 70006. 07616. 2816. 
15816.6 6£৮16:6 98916.6 66616.6 61916.6 С0Р10.6 9&616.6 


12 09 59 OF LE OS 86 ST 8 
OL 69 48 ¿p GR 18 $6 9 8 
Ер GO 29 6b TF GE 36 OT B 

6 


9» 19 698 OG SF 78 S96 LT 
84 Oh 19 69 ФР GE 96 LT 


96616. 17016. 89116. 69016. 81600. 18806. 96106. 
96106. T0406. 11906. 81606. ৯০৮০০, 0506. 9600, 
98200. 66106. 67006. 17668. 67868. 06/68. 6068. 
80908. 79908... 40%68. 79868... ৮9668... 60769. 09088. 
02068.6 87688.6 1688.06 171488.6 98988. Т6088.6 STF88-6 


90758, 61688. 21088. 90789. 96610. 268/8; 818. 
ВЧ. 883918. ссу. оғы.  Tepig, TEELS. 20118. 
10118. $6098. 61999. 60408. 1:998. 08098. ТОВ, 
ГА ЕР T6698. 94198. 99098.- 96668. ©1868. £6998, 
$6999.6 TLSS8.6 ShPS8.6 FZESE.G 00028,6 1008,6 6678.6 


9. 8 ® 6 Б 4 
tuoi 77 


১৪79 OIWHIDIVOOT 
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SHNISOD OIWHITINVOOJ 


499 


00000.01 f ০09 


00000.0T 00000.01 66666. 96066. 106666. 96000, 5666. «68 | 

? I 0 50666. 16666. 88600. 98666. 08606. 81006. 11666. <88 
Y ат PL606. 69666. 29066. 04660- 6666. . 11606. 0:666, 8 
8 i I 02606. 76800... 92666. 61600. 11666. 60009: TOSCO. off | 
L nt V0866.6 28806. 98666 99866.6 908666 9906.6 0866.6 cai 
6 = I V6860. 80866. 01866. 00866. 18166. 91.06. 1000, 498 | 
о 2 19166. 8৮60. 78866, 06166. 40106: 00066. 61066. | 66 j 
СІ 8 6 91966. 69966. £7966, 10966. 01906. %6%00. GLO: 298 i 
Т % % 91006. 1060. 65666. 00266. 10966. 06%66. 7760: ni 
GT 2%06 9166.6 27766.0. 10766.6 00766,6 6166.6; 196665 06006 | 08 
9t 6 g 5606. 61866. 06066. 29506. 6%006. ` 61566. 2070 . | 6L 
81 S £ j oTE | S6166. 09166, <%166. 61166. 86000. 19066. 07006. 084, 
05 9 € | oF | 07096. groes. 98686. 89690. 0696: 10686. 7380, ohh 
16 9 € | £l | 52666. 678806. 61886. ©5250. 66760. 20186. 06986. «9L 
L 86 | РЕ | 06986.6 09986.6 12986.6 Фбб8б.б 198860 190986.6 t6r90.0 | ০9, 
106 9S1 চা হা) 76786. 09986. 92106. 76896. 99886, 00096. 70180. oPh 

006 61 ST It 8 F 78086. 81086.  TIG86.. FLING. 96186.. 80056: 09086. otk 

70 05 ӨТ GI 8 Ф 16056. 08616.  GFtGL6. 00616. 19916. 1086. "CL 
9 16 Lt fl 6 т (4216. 86/46. 9696. 56016. 01916, - 19016. AL 
LG бб BT EL 6 F 6916.6 6LtL6.0 GELO. OGELG-G FFELGG ббї1бб 20), 

8 FG 6t 11 6 g 56016, 69526: 90016. 09716... 17176... 62016. GIO. 60 
60 560 06 GL 09 S1016. 99696. 11696.: 89896." 81996. 9196. 11196. 89 

1$ 98 15 9L Or এ 00196. 90996. T1996. 59596. 60996. 99506, 00796: o49 

& 80 6 LE TT 91০86160596. 0890. 6:96. 01596. 28196: 69196. 8096, ০99 
Se GG €G Lt চা 9 1০৮81 1000.6 21096.6 096566 TOG. 77896.6 984566 221560 1 Ç 


598 TEE 185 [7106 091 TET OR OP 10195.  8BILGCG. 67665. 91079. 
BLE OEE FOG 96 OIG 891 901 F8 Cv 16989. 498065. 0168066. ESPEC. 
968 BSE 806 %90 000 911 GEL 88 PP 84119. 9৮09. 110006. 01865. 
SIF ILG 506 8,0 060 991 GET 66 9? %858%. 08067. 22929. (0914. 


TEP 668 SFE FEZ СРО 967 LPI 96 6? 09169.06 112686 18/96 6607.6 


9080. 1600.  ?8Ll*. 90901. 


2 LIF 996 616 190 806 991 POT BS 11966. 96168. 6808. 98098. 
Сур 686 ৮66 GLE 000 LOT TIT 9° 96698. 76196. 011568. 9958. 
ds BLF GIF 006 660 660 GLI OCT 091 8A | е gatze. 69516. FBO, 
т 819 Ер 686 666 GSG FET GBI $9 99896.6 98185.6 96515. 16/90 6 
“= 799 PP OGP HOE 080 GIG IFT Th 
289800 8946 22056 19842 6 
9 ере 99» вве отв SEG SST 82| „18 | 1/6616 95161.с 90681.6 09চ 6 
Е О-ОО G19. Gey OPS OU ELT LE OSLFI.G FSBET.6 GO6ZT.6 EFOIL 6 
28), 789 989 88% 166 866 SGT 86 $1690.6 85810.6 $2190.6 999c0.6 
t 29100-6 0Є600.6 20966.8 89600.8 
"6169.9 pz Bop = (z — ,06) ৪০১ BO] 6156.8 91/2568 681168 866686 
EÉ 2 ut 901 pono ылы) 2 EX eje РОР58.8 01908.8 51908.89 099819 


7 Ф OFGILS ESF69.8 91899.85 6009.8 
iE ৮১৪: [o ые iili 808%2.8- 10006.8 «Ge869r.8 LOST. 
03140559881 cup оғ bpm аш» 06170.8 61091.8 9506. 


ев 4 9 9 6 
Р 99০0০৭০য10 UEIN 


` SINSONVI ОПЧНИМУӘОТ 
IA 914%, 


216 


[a 
18026. 
Ogres. 
76997. 
908967.6 


G? LOF. 
91915. 
91666. 
96106. 
98096.6 


৪016. 
LLSOT.6 
96601.6 
866$0.6 
£1046:8 


£6618.8 
96697.8 
60019.8 
68996.8 
92994.) 


907০, 
90915» 
068». 
007, 
8068?.6 


816০৮, 
60698. 
99666. 
96960. 
9945.6 


58/00.6 
89901.6 
1%660.6 
19660.6 
169<6.8 


57098.8 
06591,8 
8829.9 
88808.8 
889৮. 


16962. 
81119. 
PESO. 
0৫9৮, 
9095৮.6 


11968. 
98298. 
19106. 
99980. 
06970.6 


TL661.6 
ORLTT.6 
1660.6 
59120.6 
96176.8 


FOFF8.8 
OP6TL.8 
9078.6 
Б61Р6.8 


oo = 
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লগারিদ্‌মের ট্যানজেন্ট ও কোট্যানজেন্ট তালিকা 


SINHONVIOO OIWHIRnIVDOT д 


800 206 LLT BST LET 101 9L 19 % 
800 006 LLI GST 207 101 9, 10 Gb 
900 £08 LLI ZST 101 101 95 TS 9৫ 
666 706 SLI EST LET 001 9, 18 9৫ 
OGG S06 GLI FST Вот BOT LL 19 96 


00000.0T 27166. 26766. 07066. 68686. 16180. 78786. 
F8286. 16086. 91616. 90216. GLPLG. 61616. 99696. 
99696. 01/96. 69796. 90096. 20606. 86990. ৮৮৮96. 
ViPSG. 06106. 986৮6, 18976. 95776. 11196. 91690. 
916С6.6 19966.6 90786.6 06166.6 T6906.6 95906.6 18606.6 


18006. 40106. 89816. 01916. 60616. 96016, 16806. 
16806. 91206. 00806. 19000. 10868. 17969. 18008. 
18008. 00068. 69188. 86788. 90088. 726/8. 11118. 
11148. 9৮9... 698118. 10698. 90908. 00098. 90108. 
92198.6 098С8.6 7668.06 LBES8.6 6908.6 16178.6 60079.6 


60698. 70098. 76668. $1168. 07768. ТІЛЕВ. 66808. 
66808. 90908. 75208. 981008. 60818. 980018. 08018. 
05018. 92608. 16908. 61708. 07108. 099864. 61662. 
61961. 16061. 91061... 06181. 8%Ұ8І. 6918). 11811. 
LL8LL.G6 16914,6 SOSLL.6 410/1.6 9029).6 <6%91.6 ??191.6 


%7191. 0084). 8066). 79001.  696vh. 6199. С165). 
слеті. LLOPL.  LLLEL. QLYEL. LICL. 01800. 1906. 
1960). 09001. 50611. SPOTL. GEGIL. 8801, 11204, 
LILOL. FOÞOL. 68001. 1169. 15%69. 86169. 81889. 
§1889.6 1689.6 778996 0819.6 %%%,0.6 96119.6 19990.6 


19899. 16599. $0099. 02889. 0668009. 16109. 89879. 
95979. 71599. 61179. 06889. 78789. 656189. 98109. 
99159. 867709. 61009. 06119. +9619. %0019. 17909. 
17909. 91009. 60669. 07500. ৪976৭, T6190. 81788. 
81789.6 68089.6 899L9.6 71619-6 19999.6 86799.6 10198.6 


688 900 081 SST 601 COT LL Zç 9% 
PEG 800 081 961 OSI FOI 8) BS 96 
966 600 EBT LST 161 GOI BL US 96 
986 010 981 861 ZET 901 6L ES 90 
176 910 881 091 PET LOL 08 TS Lg 


PPG LIG 061 BOT 961 BOT 18 FS LL 
1/9 002 061 G91 LET 011 68 99 80 
1020 600 061 LOT GET BIT FS 90 86 
990 LOG 861 ОЛ GPT ETI 68 16 80 
09% 160 806 ELT PPI OTI 18 89 66 


990 965 906 МЛ LPT ৪798 69 66 
116 170 110 181 151 001 06 09 OF 
LLG 992 910 GBI PST EZI 26 #9 TE 
৮86 600 100 001 801 901 96 £9 Ze 
EG% 090 90% SGI EIT 06796 99 EE 


сов 890 SES 100 691 TOT 19 HE 
116 LLG GFZ 800 ELI BET РОТ 69 GE 
206 996 OSG PIG 61 ЕУІ LOT BL OE 
666 960 690 000 SBT EFT TIT FL LE 
f LFG 808 0/0 160 661 FST OTT LL 66 
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868 090 ৪৫০ 961 691 OST 86 69 88168, #0808. 92766. 96816 гети. 
тве 690 100 OGI BGT vol 90 ЕО ©8116. 09808. FIOR. TTG টি 
LLG 076 9TG GET FST GET 60 29 88266. 81656. 19986. 9৮0৪৮, LYLE. 
116 TPG IIG IBI 191 OGL 06 09 86700, 80110. 96896. 70090. 680000. 91907, 
990 986 906 МЛ LPT ӨТІ 88 69 $6996.01 1592.01 16006.01 90176.01 GPTTE.OT 99860-01 


909850. 99966. CLIT. 68000. 70005. 60750. 60160. 
80100. LESTE. GESTS. 80010. 29602, 80/05. ТСРОб. 
760, 0770৮. 09561. T8961. 60807, 20001. 87281. 
81487. GLEBI. 26181. 56621. SALT. PLELT. TOLLI. 
TOILI.0T 6689T.0T SSS9I.OT 2869Т.01 9I09T.0T 9791.01 LLVGT.OT 


090 TES 606 ELT FET ОТТ 48 8G 
900 166 861 ОЛ GFT БІТ G8 LG 
Таб 600 GGT LOT GGT EIT v8 99 
LPG 056 661 991 LET OIT 68 99 
VHS LIG 061 BOT 967 BOT IS ?9 


60001. TERI.  €19PT. HOF. OFIFT. FLEET. 
90991. ৮৮৪৪. 65087, ০1967, 06841. сық 
90061. ТӨЛІ. (0011. IMT. 0880৮. 0101, 
6907, 66101. 06660. 08900. 00:60. 60160. 
S0680.0T LF980.01 06980.01 56180.01 $1810.01 619/0.01 


IPG 210 BST OST FET LOT 08 FF 
856 GIG 081 801 GET JOT GL EV 
986 006 EBI LOT IGI SOT 8; 04 
PEG 906 GET 991 OST РОТ BL 09 
TEG 906 OBT 991 GZT SOL LL 69 


085 SOT GAT FAT GBI ZOT LL IG 29610. 02890. ৮6990. 79090. 
605 POG SAT GGT 151 GOT 9) IG 20. 66860. 61650. <9000. 99970. 
966 606 LAT 591 LEE TOL 9) IG 20870. 60190.  TFGEO. T6060. 
806 20б / 691 LEE TOT 94 1G 18180. 80900. 41250. GOZO. 91610. 
856 GOS LLI 591 LET TOL 94 16 10.01 89510.01 71016. OT 8900.01 €0600.01 00000.01 
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মের ট্যানজেন্ট ও কোট্যানজেন্ট তালিকা 


а 


SLNSONYViLOO OIWERWLDRIV BOT 


| 8 Blobel [Es BELLS suaa 
lO lil өз OH EN ID 


GLY ZBL TRO 080 SBF 166 666 CGT 86 
GLL 209 900 GIG EEF OPE 096 ELT 18 
869 EPG 997 S86 OTE EEG GST BL 


669 FOG POT 00? 

GEG SIG EGF SRE ETE GSB FOL 601 69 
989 SLY GIF GLI OGI 09 
009 Сүр 086 LOT TIL 99 
697 LTP 696 IST TOI 0% 


[944 jv 


RIE CGE BLE BEG 981 GET £6 9৮ 
966 909 eer 99. TT 
BLE 906 T66 96118 (7 
696 TOS 183 TFG TOT |001 101 08 OY 


LYS OLG 


EES 96% GSG 000 GBT GTI TIT Th М 
206 980 190 FIG GLT ЕРІ LOT GL OF 
1 2 


০০4 
8086.11 
069৫7. 
09087.11 
Gea T. TT 


90990. 
86846. 
98016. 
06068. 
62008.01 


89861. 
98711 
$9519. 
79969. 
$6509.01 


96146. 
02579 
99716. 
69857. 
60597.01 


খা 


|52506. 
|27026, 
16719.01 


OF 08 09 
cot 

15988.01 67750.11 15128.11 60892.11 
01169.11 €1956.11 GLYOV.lT 26967.11 f- 
6760৮716696, 16698:11 79166.11 19608.11 09082-11 
80৫8. 1788. 16616-11 90561.11 06621.11 96661-11 
GLELTL 17001.11 5000 1880.11 +8610.11 0890.11 
€L690.11 19600.11 57910.11 SEEOO-AT 010066. 86816. 
65996. 01956. 78616. 006. 097126. 98016. 
66006. 17068. 16088. 16018. 97108. 08068. 
TIES. 60768. 09908. 76918. 79908. (6008. 
81562.01 GGF81.01 GEQLL.OT 01891.01 61192.01 89662.01 
6697). TIGEL. COTEL. 70901,  YIBIL. 9970 
09701, 50869. $9169. TIGGA. 81819. 00519. 
С5909. 00099. ` TEGO. (06879. 80৮9. %9969. 
16059. 70009. 59619. Т1719. 79809. <0009. 
58169.01 64009.01 78188.01 01480.01 604/6.01 GOILG.0T 
26995. +6195. TONGS. 2190. 00170. 
92158. 90289, | OPSEG, 80609. 00615. 
91016. 01902, 80105. 69907. 78067. 
009, 09017, - 9TGLY. „06115. 9119, 
76897.01 58Рс?.01 98097.01 68977-01 68077.01 Є08СР.01 
20029. STI. 90/0. THESE, 19017. গাছ 
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96082. 96980. | BLESE. 7609 19816. 61018. 
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